Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°1
Mercredi 5 septembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

n(n—&—l).

n
Exercice 2. — Montrer, par la méthode de votre choix, que sin € N, Z k= 5

k=0



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 1
Mercredi 5 septembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R une fonction et a € I. On dit que f est
dérivable en a si limm;‘—ga W existe. Si tel est le cas, cette limite s’appelle dérivée de f en a et se
TFa
note f/(a).
= n(n+1)
Exercice 2. — Montrer, par la méthode de votre choix, que si n € N, Z k= —
k=0
Corrigé. — Faisons le changement d’indice [ =n — k :
n n n n n n
Nok=) (n-0)=> (n-k)=> n-> k=nn+1)-> k
k=0 1=0 k=0 k=0 k=0 k=0

3

et donc 2 Y k=n(n+1), ce qui démontre le résultat.
k=0



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 2
Jeudi 6 septembre 2012
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Simplifier les expressions suivantes.
cos(m — )
sin(z — %)

Exercice 2. — Enoncer et démontrer la formule du bindéme.

PTSI de Nevers
2012-2013



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 2
Jeudi 6 septembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Simplifier les expressions suivantes.
cos(m — x)
: s
sin(z — %)
Corrigé. — En dessinant le cercle trigonométrique ou en regardant les valeurs en 0 ou 7, on obtient :
cos(m —x) = —cosx
3 s J—
sin(z — §) = —sin(§ —x) = —cosx
Exercice 2. — Enoncer et démontrer la formule du bindéme.

n
Corrigé. — Formule du bindéme : V(a,b) e Cx C, VYneN, (a+0b)" Z < ) akpn k.
k=0
Démonstration. Soit (a,b) € C x C. Montrons par récurrence sur n € N la propriété

(Hp): « (a+b)" = g% (Z) akbnk

INITIALISATION : on a (a +b)? = 1 et ZZ:O (g)akbofk = 1 donc la propriété (Hy) est vraie.
HEREDITE : considérons un entier n € N tel que la propriété (H,,) soit vraie et montrons (H,41). On a

n n

(a+5)"" = (a+b)(a+b)" = (@+b) Y <Z> bt =0y (Z) e bé, (7;) -

k=0 k=0
_ Z (Z) aFtipn—k 4 Z <Z) akprti—k
k=0
d

indice [ = k 4+ 1 dans la premiere somme :

n+1 n
(a+ b)n+1 _ (l il 1) alpn=0=1) 4 Z (Z) akpnti—k
n kpn+l—k S kpn+l—Fk
<k 3 1>a b + ( ) b
1 k=
n (k ﬁ 1) kbn-i,-l k + an+1) (bn+1 + zn: (’Z’) akbn-‘rl—k)
=1 k=1

n kin+1—k " n kin+1—k n+1
k1>“b +Z<k)ab +b

k=1

n n kint+l—k n-+1
(k—1>+<k;)>ab +0b

n}: 1> akbnqtlfk + bn+1

I
A~
£

n
:anJrl +Z

bl
Il
—
S/ N N N

k=
n+1

_ Z ( n+ 1) gk prti—k

ce qui démontre (Hyp41).

CONCLUSION : la propriété (Hp) est vraie et Vn >0, (H,) = (H,+1) donc, d’apres le principe de
récurrence, (H,,) est vraie pour tout n > 0.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 3
Vendredi 7 septembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Si x € R, simplifier cos(z — 7)

Exercice 2. — Si (p,q) € R x R, exprimer cosp — cos ¢ comme un produit.

Exercice 3. — Sans justifier que toutes les formules écrites ont bien un sens, exprimer le plus simplement
possible liisn‘fz en terme de ¢ = tan 3.

Exercice 4. — Si z € R et n € N, exprimer cos((n — 1)z) sin((n + 1)z) comme une somme.

Exercice 5. — Calculer fOW/Q sin? z dz.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 3
Vendredi 7 septembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Si x € R, simplifier cos(z — 7)
Corrigé. — On a cos(x — §) = cos(§ —z) = .
Exercice 2. — Si (p,q) € R x R, exprimer cosp — cos g comme un produit.
Corrigé. — On a cosp — cosq = | —2sin(2f) sin(254) |
Exercice 3. — Sans justifier que toutes les formules écrites ont bien un sens, exprimer le plus simplement
possible 3% en terme de ¢ = tan 3.
i 1—¢2 1—¢2 (1—)(141) 1—¢

.4 COs T — 14t — — — - — _ — -
Corrigé. — On a Tfsinz 1++1ift2 = 1422t T (402 (1402 T | 14¢ |
Exercice 4. — Si x € R et n € N, exprimer cos((n — 1)z)sin((n + 1)z) comme une somme.
Corrigé. — Posons a = (n — 1)z et b = (n + 1)z de sorte que a +b = 2nr et a —b = —22. On a
cos((n — 1)z) sin((n + 1)z) = cosasinb = Sin(a+b)55in(”’_b) = Sin(%’m);sm(zm) .

Exercice 5. — Calculer foﬂ/z sin? z dz.

Corrigé. — On a fOW/Q sin? zdx = Oﬂ/2 1_%5(%) dz =3 foﬂ/Q dz—3 fOW/Q cos(2x) dz = %[x]g/g_%[%]gﬂ -

s

1|



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°4
Lundi 10 septembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de primitivation par parties.

Exercice 2. — Calculer [z*dz ou o € R.

Exercice 3. — Calculer [v/(z)\/u(z)dz ot u est C' et > 0 sur un certain intervalle I.

Exercice 4. — Calculer [ 1“7”3 dz.

Exercice 5. — Calculer [ 15z da.



PTSI de Nevers 2012-2013
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°4
Lundi 10 septembre 2012
durée : 10 min
Exercice 1. — Enoncer le théoréme de primitivation par parties.
Corrigé. — THEOREME DE PRIMITIVATION PAR PARTIES. — Soient I un intervalle non trivial de R et

u,v: I — R deux fonctions. Si u et v sont C! sur I, alors

Exercice 2. — Calculer [z*dx ou o € R.
Corrigé. — On a, sur I'intervalle R7 ,
e tante  si 1
/xadx: 47 t+constante sia# —1,
In |z| + constante si a = —1.

Exercice 3. — Calculer [u/(z)y/u(z)dz ot u est C* et > 0 sur un certain intervalle I.

Corrigé. — Sur l'intervalle I, on a

2
/u’(m)\/u(m‘) dz = gu(x)3/2 + constante.

Exercice 4. — Calculer [ 1“71 dax.

Corrigé. — L’intégrale est de la forme [u/(z)u(z)dz ot u(z) = Inz donc

1
/ % dz = In?  + constante.
Ceci est valable sur ]0; 4o0[.

Exercice 5. — Calculer [ 15z da.

Corrigé. — L’intégrale est de la forme 3 [ i((;:)) dx ot u(z) = 1 + 22 donc

1
/ 1;_57302 dz = 5 In(1 4 2?) + constante.

Ceci est valable sur R tout entier.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°5
Lundi 24 septembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre e = i — /3.

Exercice 2. — Résoudre, sous forme trigonométrique, I’équation 28 = —1.



Exercice 3. — Résoudre 22 + (1 —2i)z — 1 —i = 0.

Exercice 4. — Enoncer et démontrer 'inégalité triangulaire en donnant le cas d’égalité.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 5
Lundi 24 septembre 2012

durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre e = i — /3.
Corrigé. — On ai—+/3 = 2(—@ + 24) = 2%/ donc si on pose z = x + iy avec z et y réels,

;5
6

e =i—3 < €% =2¢! avecemeRi,QeRi,yERet%eR

et =2 (égalité des modules)
Y= %” mod 27 (égalité des arguments)

z=1In2
ez, y=3+42kr

<~ |JdkeZ, z=ln2+i%r+2ik7r

Exercice 2. — Résoudre, sous forme trigonométrique, ’équation 2% = —1.

Corrigé. — Trouvons une solution particuliere de I’équation en mettant sous forme trigonométrique le
second membre : on a —1 = '™ donc e est solution particuliére. Ainsi,

i
B=-1 = B =(e¥)8
8
z
— o =1
e
c iT qT §8r _iT _4m 3w
— — cUg={l,e'1,¢e'2,e"s ,—1,e 't e "2,e "1}

i
es

- 37 - 57 ST i - 37 - 57 ST
: }

in  3m
< |ze{e",e's €

Exercice 3. — Résoudre 2% + (1 —2i)z — 1 —i = 0.

Corrigé. — On est en présence d’une équation du second degré a coefficients complexes. Son discriminant
est A= (1-2i)2—4(-1—1i)=1—4i—4+4+4i=1 qui est non nul, donc on utilise le résultat suivant
pour la résoudre.

Théoréme. — Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Si le discriminant A = b% —ac
de I’équation az? + bz + ¢ = 0 est non nul, alors elle admet deux racines complexes distinctes

1= 7335 et zp = 73;5 ot 6 € C vérifie 62 = A.

Ici, A = 12 donc on peut choisir § = 1 et les deux solutions sont

Zl:%: ot Zz:%:

Exercice 4. — Enoncer et démontrer 'inégalité triangulaire en donnant le cas d’égalité.
Corrigé. — INEGALITE TRIANGULAIRE. — Si (z,w) € C x C, alors |z + w| < |z| + |w| avec égalité si et
seulement si w =0ou dp € Ry, 2z = pw.

DEMONSTRATION. — Soient z et w deux nombres complexes. On a

|z 4wl = (z + w)(z + w) = 2Z + 2W + 7w + 70 = |2|* + 2Re(2W) + |w|?
|2* + 2[Re(2)| + |w]®

(car Vo € R,
@ < |al)

IA SN

S 2l = o+ 2lelful + o = (] + ]
[Re(2)| < |2])



En prenant la racine carrée, on obtient le résultat vu que |z + w| > 0 et |z| + |w| > 0.
Cas d’égalité. — D’apres le raisonnement précédent, il y a égalité dans |z +w| < |z|+|w] si et seulement
¢l y a égalité dans Re(zw) < |Re(zw)| et |Re(zw)| < |zw|. Or

Re(2w) = |Re(2w)| et |Re(2w)| = |2w| <= Re(zw) >0 et 2w réel

2w e Ry

JANeER,, 2w=A

JANeR,, 2ww = w

IeR,, 2w = w

w=0o0uw#0 et INER,, 2 %w

:‘w

rreeee

w=0ou w#0 et JueRy, z=pw,

donc on a égalité dans l'inégalité triangulaire si et seulement si w = 0 ou w # 0 et il existe p € Ry tel que
Z = pw.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°6
Jeudi 4 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Résoudre sur |—1;1[ Péquation v1 — a2y =y + 1.



Exercice 2. — Résoudre sur R ’équation y” + iy = ix.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 6
Jeudi 4 octobre 2012

durée : 30 min

Exercice 1. — Résoudre sur |—1;1[ Péquation v1 — %y =y + 1.

Corrigé. — Siz € ]—1;1[, on a v/1 — 22 # 0 et donc I’équation se récrit y' = ﬁy + \/1%7 Pour la
résoudre, on utilise le théoréme suivant.

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions de y’ = a(t)y + b(t). — Soient I
un intervalle non trivial de R, a,b: I — R deux applications continues. Si A est une primitive
de a sur I et si @pars est une solution particuliere de I’équation compléte y' = a(x)y + b(x), alors
I’ensemble des solutions sur I de y' = a(x)y + b(z) est {x — XeA® + ppa(z) | X € R}

Prenons I =1]—1;1[, a(z) = b(z) = \/1177 Les fonctions a et b sont continues sur |—1;1[ (z — 1 — 22
étant un polynéme a valeurs strictement positives sur cet intervalle). On est donc dans le cadre d’application
du théoréme précédent.

Premiére étape : on trouve une primitive A de a. — Une primitive de a sur |—1;1[ est A: z — arcsin z.

Deuxiéme étape : on trouve une solution particuliére ppar de Uéquation compléte. — On voit facilement
que x — —1 est solution particuliere.

VARIANTE. — Si on ne voit pas cette solution évidente, voici comment par faire par variation de la
constante. On cherche une solution particuliére sous la forme @pars () = A(x)e*™® ot A est C! sur I.
On a

@part est solution < Va € I, @har(z) = a(z)ppare () + b(x)
— vzel, XN@)e*™ +A)a(z)e™ = a(z)A(x)e? ™ + b(x)
— vzel, XN()e*™ =)

/ _ —A(z) __ 1 — arcsin(z) __ _i — arcsin(x)
<~ Ve el, X(z)=bz)e = 7\/@6 =% (e )
11 suffit donc de prendre A(z) = —e™ **“®% et donc une solution particuliére est donnée par @part(z) =
)\(l‘)earcslnz — _1‘
Conclusion. — D’apres le théoreme cité ci-dessus,

L’ensemble des solutions & valeurs réelles est {z — —1 + Ae2ein(®@) | X € R}




Exercice 2. — Résoudre sur R ’équation y” + iy = ix.

Corrigé. — L’équation est une équation linéaire d’ordre deux a coefficients constants. Pour la résoudre, on
utilise donc le théoreme suivant.

Théoréme de structure de l’ensemble des solutions de ay” + by’ + cy = d(xz). —
Soient I un intervalle non trivial de R, a, b, ¢ trois complexes avec a # 0 et d: I — C une
fonction continue. Si @pare est une solution particuliere de ay” + by’ + cy = d(zx), une fonction
@: I — C est solution de ay” + by’ + cy = d(x) si et seulement si Phom = @ — Ppart st solution
de I’équation homogene ay” + by’ + cy = 0.

Icionaa=1,b=0,c=14¢ I =Ret d(z) =ix. Onaa # 0 et la fonction d est continue sur I (polynéme)
donc le théoreme s’applique

Premiere étape : résolution de l’équation homogéne. — L’équation homogene est a coefficients constants
donc on utilise le théoréme suivant pour la résoudre.

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions a valeurs complexes de ay” +
by’ + cy = 0. Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Notons A = b? — 4ac le
discriminant de I’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Si A # 0, 'équation caractéristique
admet deux racines complexes distinctes r| = % et ro = % ol § € C vérifie §2 = A et
I'ensemble des solutions de ay” + by’ + cy = 0 est {t — Aje™? + Age™! | (Mg, A2) € C?}.

Ici,onaa=1,b=0,c=1,A =024 = —4i = 43 = (27'%)? = (v/2 — iv/2)? qui est
bien non nul et donc le théoréme s’applique. On peut prendre § = /2 — iv/2 et on a alors 1 =
048 _ 1 0—5

. ] _0=8 _ 1 1 71> . )z . N
S =5 et oy = 5 = 75 +1 75 L’ensemble des solutions de I’équation homogene est donc

{2 — A VBV 4 eIV | (A, p) € C2).

Deuxiéme étape : recherche d’une solution particuliére. — On voit facilement que x — x est solution
particuliere de I’équation.

VARIANTE. — Le second membre étant un polynéme de degré un, on cherche une solution particuliére
de I’équation complete sous la forme ¢part: © — ax + B ot « et B sont des complexes. La fonction
part est C* sur R (polyndme) et on a

@part solution < Vz € R, wgart(m) + ippart(x) = iz
< Vz eR, ilaz+p)=1iz
<~ Vz eR, iazx+if =iz
< VzeR, i(a—1z+if=0
<~

ila—1)=0 (car une fonction polyndéme s’annule une infinité de
B=0 fois si et seulement si ses coefficients sont nuls)
a=1

<
B=0

Ainsi, une solution particuliere est ppart: * —> .

Conclusion : ensemble des solutions de I’équation compléte. — D’apres le premier théoréme cité ci-dessus,

L’ensemble des solutions est {x — z + AelVE TV 4 ue(fﬁﬂ'%)x | (A p) € C?}.




Nom :
Prénom :
INTERROGATION Ne°7
Vendredi 5 octobre 2012
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice 1. — Calculer les primitives suivantes.

/\/
x
1 x

L g
N

/xo‘dx
/thxdx

/\/11——xdx

1
/1_$2dx

PTSI de Nevers

2012-2013



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 7
Vendredi 5 octobre 2012

durée : 5 min

Exercice 1. — Calculer les primitives suivantes.

= arccos x + constante (valable pour x € |—1;1])

———dx
V1—a?
1
———dx = argchx + constante (valable pour = € |1;+400|)
Var—1
+ constante si a # —1

/x"‘ dr=<qa+1 (valable pour z € ]0; +00])
In |z| + constante  si o = —1

a+1

/th:c dz = In(ch z) + constante (valable pour z € R)

1
/ Vi dx = —2v/1 — x + constante (valable pour = € |—00; 1])

1
/ T dz = argth x + constante (valable pour z € |—1;1])
—x




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°8
Mardi 9 octobre 2012
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice. — Calculer les primitives suivantes.

=

/Chxdx

1
/ dx
r—1

1
dx
/ vVat+1

/tanx dx
1
/ dx
14 22

1
dx
-

PTSI de Nevers

2012-2013



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 8
Mardi 9 octobre 2012

durée : 5 min

Exercice. — Calculer les primitives suivantes.

dz = —2v/1 — x + constante (valable pour x € |—o00; 1)

1
vi—z
chx dx = shx + constante (valable pour z € R)

1
vr—1

1
/ dx = argsh x + constante (valable pour = € R)

dz = 2v/x — 1 + constante (valable pour x € |1; 4+00])

tanzdr = —In |cos x| + constante (valable pour x € |=F + kn; 5 + kn[ (k € Z))

——— dz = arctan z + constante (valable pour z € R)
1+ 22



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°9
Vendredi 12 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Calculer les primitives suivantes.

1
—d
/\/:c2+1 v

Y9
vz —1 v

1
dx
)

=

/ sin(4z — 3) dz

1
-4
/\/535—3 v



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N°9
Vendredi 12 octobre 2012

durée : 5 min

Exercice. — Calculer les primitives suivantes.
1
/— dz = In |z| + constante (valable pour = € |—00;0[ ou |0; 400[)
T

1
———dz = argshz + constante (valable pour z € R)
Var+1
T
dz = V22 — 1 4 constante (valable pour x € |1; 4+00] ou |+o00; —1[)
Var—1

1
/ dz = arcsin x + constante (valable pour = € |—1; 1)

Va2

1
/sin(4a: —3)dx = ~2 cos(4x — 3) + constante (valable pour z € R)

1 2
———dx = V52 — 3 + constante  (valable pour z € |2 ; 400
| == Vi3 (valable pour € ]2 +oo]



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°10
Mercredi 17 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Donner les formules suivantes en précisant le domaine de validité.
tan(a — b) =
cos’a =
sinasinb =

cosSp + cosq =

tanx =



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 10
Mercredi 17 octobre 2012

durée : 5 min

Exercice. — Donner les formules suivantes en précisant le domaine de validité.

tana — tanb
Sia,ba—b¢ T +7Z, tan(a—b) =
1a,b,a ¢ 5+ 7Z, tan(a—0b) = ErEw—
1 2
Va € R, cos%z:“%(a)
cos(a — b) — cos(a + b)
2
V(p,g) € B, cosp -+ cosg = 2cos(252) cos(%51)
2t

1—¢2

Y(a,b) € R?, sinasinb =

Ve e R\ ((§ +7Z)U (7 +21Z)), tanz =



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°11
Jeudi 18 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la perpendiculaire commune a la droite D de représentation
paramétrique z = 3, y = —2—t, 2 =t et a la droite D’ de représentation paramétrique x = 2—+¢, y = 1+1¢,
z=1-2t.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 11
Jeudi 18 octobre 2012

durée : 15 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la perpendiculaire commune a la droite Dy de représentation
paramétrique x = 3, y = —2—t, z =t et a la droite Do de représentation paramétrique x =2 —t, y = 144,
z=1-2t.

Corrigé. — PREMIERE ETAPE : points et vecteurs directeurs de Dy et Dy. — La droite D; est la droite
passant par Ap (3, —2,0) et dirigée par (0,—1,1) et la droite Dy celle passant par A3(2,1,1) et dirigée par
(-1,1,-2).

DEUXIEME ETAPE : vecteur normal T a uj et 3. — Ona @ =uj Aus = (1,-1,-1).

TROISIEME ETAPE : équation du plan Py contenant Di et paralléle d ¥. — Le plan P; est le plan
passant par A; et normal & W=l AT = (2,1,1). Il a donc pour équation 2z +y+ 2z +d =0 ot d se
calcule en écrivant que Ay appartient a ce plan : 6 —2+ 0+ d = 0 donc d = —4. Ainsi, P; a pour équation
2r+y+2—4=0.

QUATRIEME ETAPE : équation du plan P, contenant Dy et paralléle o ©. — Le plan P est le plan
passant par As et normal & W = ub AT = (—3,—3,0) donc normal a (—1,—1,0). Il a donc pour équation
—x—y+d=0ou—-2—-1+d=0 c’est-a-dire d = 3 donc P, a pour équation —z —y + 3 = 0.

CINQUIEME ETAPE : représentation paramétrique de la perpendiculaire commune. — Par construction,
la perpendiculaire commune & D; et Dy est Uintersection de Py et P> (qui ne sont pas paralléles car u et
w5 sont non proportionnels). Déterminons-en une représentation paramétrique :

z=—-24y
{2m+y+z40 {z4y2x
<~ —

—z—y+3=0 v=y
r=3-y

‘La perpendiculaire commune & Dq et Do passe par B(3,0, —2) et est dirigée par (-1, 1,1). ‘

En résolvant le systéme différemment, on trouve & la place : B(0,3,1) et — ou bien B(1,2,0) et .



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°12
Mercredi 24 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la nature des coniques suivantes :
a. 12 +2y°2 =1

b. y> =0

g. -5 —3y2=0

h. 22 =1
i.zy=0
Exercice 2. — Donner les formules trigonométriques suivantes en spécifiant le domaine :
cosT = (en fonction de t = tan )

cosSp —cosq =

cosasinb =
Exercice 3. — Donner les primitives suivantes en spécifiant I'intervalle :
/ dx
V1—a2

/ dz B
2 —1



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 12
Mercredi 24 octobre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. —
a. 22 +2y%2 =1 : ellipse
y? = 0 : droite
3z2 —y? =1 : hyperbole
y? = x : parabole
322 + 9% = —1 : ensemble vide
y? = —1 : ensemble vide

—522 — 3y? = 0 : singleton

F®ome 2o T

. 2 =1 : droites paralleles

i. zy = 0 : droites sécantes

Exercice 2. —

1—12
1 +12
V(p,q) € R?, cosp— cosq = —2sin(Zf?) sin(2;1)

sin(a 4 b) — sin(a — b)

Vo € R\ (7 +27Z), cosz =

Y(a,b) € R?, cosasinb =

2
Exercice 3. —
/dx inz + constant Intervalle : |-1;1]
————— = arcsinz + constante ntervalle : |—1;
V1—a? 7
dz
——— = argch z + constante Intervalle : |1; +o00[
Va? -1

2012-2013



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°13
Vendredi 26 octobre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Donner la nature des coniques suivantes :
a. —x2=1+7>
b. 22 = (z +y)?
c. 322 =1+12
d. (z—29)2=0

e. 224+2y+3=0

f.y? —22=0
g. —hx? = 3y?
h. (z+y)?=1
iozy=1
Exercice 2. — Donner les formules trigonométriques suivantes en spécifiant le domaine :
sinz = (en fonction de t = tan )

sinp —sing =
sin“a =
Exercice 3. — Donner les primitives suivantes en spécifiant I'intervalle :
/ dz
V1+2?

/ zdr
2 +1



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 13
Vendredi 26 octobre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la nature des coniques suivantes :
a. —22 =1+92 : ensemble vide (c’est 22 + y% = —1)
b. 2?2 = (x + y)? : deux droites sécantes d’équations r =z +y et x = —(z +9y) c-a-d y =0 et y = 22
c. 32 =1+ 92 : hyperbole (c’est 322 —y? =1)
d. (z —2y)? =0 : droite d’équation x — 2y = 0
e. 2242y + 3 = 0 : parabole (c’est 2% = —2y — 3)
f. y2 — 22 =0 : deux droites sécantes d’équations x =y et © = —y
g. —5z? = 3y? : singleton {(0,0)} (c’est 522 + 3y* = 0)
h. (z +y)? = 1 : deux droites paralléles d’équations x +y =1et x +y = —1
i. 2y = 1 : hyperbole (c’est y = 1)

x

Exercice 2. — Donner les formules trigonométriques suivantes en spécifiant le domaine :

2t
1 +t2
Y(p,q) € R?, sinp —sing = 2cos(2E2) sin(252)

Va € R, sin%zzw

Ve € R\ (7 +27Z), sinz= (oli t = tan §)

2
Exercice 3. — Donner les primitives suivantes en spécifiant 'intervalle :
/ dz gsh z + constant Intervalle : R
———= = argsh = + constante ntervalle :
V1+a?

———= = Va? + 1 + constante Intervalle : R
vaZz+1



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 14
Jeudi 15 novembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Remplir le tableau figurant au dos de la feuille (a faire obligatoirement en premier).

Exercice 2. — Réduire puis tracer la conique 522 — 6xy + 5y? = 2v/2(x + 7).



Equation

Demi-distance

Tangente en

Nature . Signe de A Foyers Directrices Excentricité Parameétre Autres
réduite focale (20, ¥0)
a, bet cen
terme de p et e

Ellipse

Asymptotes
Hyperbole

Eq. polaire

Parabole




PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L'INTERROGATION N° 14
Jeudi 15 novembre 2012

durée : 20 min

Exercice 1. — Voici le tableau complété :
Nature Er(él:jiﬁ(;n Signe A c Foyers Directrices e p Tangente Autres
a= "L
22 y2 _ D: — 7& 1—e?
i Srtz =1 F(—ec,0) P b2 b= —2
Ellipse €a>g> ) <0 a? = b F'(c,0) D":c*é @ a drtigy=1 Vi-e?
: = c= pe 2
Vi—e
a2 _y? _ F(c,0) Diz=2 2 T _¥Y—y
Hyperbole | o2 — 52 —. Va2 2 S YT e < b2 Q. Y0, — a b
yp a(avb> ) >0 “ +b F,(—C,O) DIZLB:—a—j a a ‘IZx b2y 1 %‘f‘%:o
2 = 2px
Parabole y(p N 0’3 =0 F(Z,0) Diz=-2 1 p | woy=pE+m) | 7= 135
Exercice 2. — Réduire puis tracer la conique 222 + zy + 2y> = = + .
Corrigé. — Puisque les coefficients de 22 et 32 sont égaux, on fait le changement de variables donné par x = I\;Ey ety = I\J/%y .

Apres calculs, on trouve

222 + 8y'? = 42’ Clest-a-dire 2% — 22" +4y? =0 Cclest-a-dire (' —1)2 +4y? =1

cest-a-dire | (z' —1)* +

On est donc en présence d’'une ellipse de demi grand axe a = 1 et de demi petit axe b = % On place le centre 2(1,0) dans le
T a7 =P et = (44

repére tourné (O oll 55

Y




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°15
Mardi 20 novembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite convergeant vers ¢ € R.
Exercice 2. — Trouver graphiquement U'entier N correspondant & l'inégalité ¥n > N, |u, — 1] < 0,1.
2+
+
if +
+
14 - + + i
+ +
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Exercice 3. — Donner la définition d’une suite divergeant vers +oo.



Exercice 4. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite ?

Exercice 5. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Exercice 7. — Donner la définition d’une suite bornée.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 15
Mardi 20 novembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite convergeant vers £ € R.

Corrigé. — Soient (u,,) une suite réelle et £ € R. On dit que (uy,) converge vers ¢ et on note u, — £ si
Ve>0, AINeN, Vn>N, |u,—¥ <e

Exercice 2. — Trouver graphiquement l’entier N correspondant & l'inégalité Vn > N, |u, — 1] <0,1.

l
2+ l
|
|
l
|
! N =9
H |
i |
+ ! |
I i T [ + = 3
1 i H i =+ i +
+ + 1
1 tous les termes de la suite sont
1 dans la bande a partir du rang
T 1 N=9
|
|
|
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 3. — Donner la définition d’une suite divergeant vers +oo.
Corrigé. — Soient (u,,) une suite réelle. On dit que (u,) diverge vers +oo et on note u,, — +00 si
YA>0, dNeN, Yn>N, u,>A
Exercice 4. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite ?
Corrigé. — 1. On étudie le signe de uy41 — U,

2. Si u, # 0, on regarde si “7”“ est >1ou<1.

U,

3. Siu, = f(n), on étudie les variations de f.

4. Si (u,) est définie par récurrence, on peut essayer de procéder par récurrence.
Exercice 5. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.
Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.
Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.
Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
Exercice 7. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — Soit (u,) une suite réelle. On dit que (uy) est bornée 8’1l existe M € R tel que

YneN, |u,| <M.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°16
Mercredi 21 novembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite convergeant vers £ € R.
Exercice 2. — Trouver graphiquement U'entier N correspondant & l'inégalité ¥n > N, |u, — 1] < 0,2.
2+
+
if +
+
14 - + + i
+ +
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Exercice 3. — Donner la définition d’une suite divergeant vers +oo.



Exercice 4. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite ?

Exercice 5. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Exercice 7. — Donner la définition d’une suite bornée.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 16
Mercredi 21 novembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite convergeant vers £ € R.

Corrigé. — Soient (u,,) une suite réelle et £ € R. On dit que (uy,) converge vers ¢ et on note u, — £ si
Ve>0, AINeN, Vn>N, |u,—¥ <e

Exercice 2. — Trouver graphiquement l’entier N correspondant & I'inégalité Vn > N, |u, — 1] <0,2.

l
2+ |
|
|
l
|
! N =5
. |
B ! + +
14 t o + + e
- T i T
1 tous les termes de la suite sont
+ 1 dans la bande a partir du rang
| N=5
|
|
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 3. — Donner la définition d’une suite divergeant vers +oo.
Corrigé. — Soient (u,,) une suite réelle. On dit que (u,) diverge vers +oo et on note u,, — +00 si
YA>0, dNeN, Yn>N, u,>A
Exercice 4. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite ?
Corrigé. — 1. On étudie le signe de uy41 — U,

2. Si u, > 0, on regarde si “7”“ est >1ou<1.

U,

3. Siu, = f(n), on étudie les variations de f.

4. Si (u,) est définie par récurrence, on peut essayer de procéder par récurrence.
Exercice 5. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.
Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.
Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.
Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
Exercice 7. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — Soit (u,) une suite réelle. On dit que (uy) est bornée 8’1l existe M € R tel que

YneN, |u,| <M.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°17
Mardi 27 novembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de convergence des suites adjacentes.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la limite monotone.
Exercice 3. — Enoncer le théoreme concernant les suites encadrées par deux suites convergentes de

méme limite.



Exercice 4. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel > 07

Exercice 5. — A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) une suite converge-t-elle ?

Exercice 6. — Soient (u,) et (v,) deux suites réelles convergeant vers £ € R et £’ € R respectivement et
vérifiant Vn € N, u,, < v,. Que peut-on dire ? Donner un exemple pertinent de telles suites.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 17
Mardi 27 novembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de convergence des suites adjacentes.

Corrigé. — Soient (uy,) et (vy,) deux suites réelle. Si (u,) et (v,) sont adjacentes, alors :
(i) les deux suites convergent ;
(ét) leur limite ¢ est la méme;

(79) si (un) est celle qui est croissante et (v,,) celle qui est décroissante, on a V(p,q) € Nx N, u, < ¢ < v,.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la limite monotone.

Corrigé. — (i) Toute suite réelle croissante majorée converge dans R vers sa borne supérieure.
(it) Toute suite croissante non majorée tend vers +oc.
(#it) Toute suite réelle décroissante minorée converge dans R vers sa borne inférieure.
(iv) Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.
Exercice 3. — Enoncer le théoreme concernant les suites encadrées par deux suites convergentes de
meéme limite.
Corrigé. — Soient (uy,), (an) et (by) trois suites réelles. Si
1°) a, — £ et b, — {;
20) vneN, a, <u, <b,,

alors u,, — /.
Exercice 4. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel > 07

Corrigé. — Toute suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel strictement positif est minorée,
a partir d’un certain rang, par un nombre réel strictement positif.

Exercice 5. — A quelle(s) condition(s) nécessaire(s) une suite converge-t-elle ?

Corrigé. — Condition nécessaire 1 : une suite convergente est bornée.
Condition nécessaire 2 : toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Exercice 6. — Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles convergeant vers £ € R et £/ € R respectivement et
vérifiant Vn € N, u,, < v,. Que peut-on dire ? Donner un exemple pertinent de telles suites.

Corrigé. — D’apres le théoréme de passage & la limite dans les inégalités larges, on a £ < ¢'. En général,

on n’a pas £ < £’ comme le montre ’exemple de u, =0 et v, = %



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°18
Mercredi 28 novembre 2012
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice 1. — Donner la définition de u,, = O(vy).
Exercice 2. — Donner la définition de u,, = o(vy,).

Exercice 3. — Donner la définition de a,, ~ 3,,.

PTSI de Nevers
2012-2013



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 18
Mercredi 28 novembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition puis les caractérisations d’une bijection.

Exercice 2. — Donner la définition puis les caractérisations d’une injection.



Exercice 3. — Donner la définition puis les caractérisations d’une surjection.

d
Exercice 4. — Donner / rer .
1— 22

dx

Exercice 5. — Donner / _—
v+ 1

Exercice 6. — Donner cos(2a) en terme de cos® a (en précisant le domaine de validité).

Exercice 7. — Donner tan? a en terme de cos(2a) (en précisant le domaine de validité).



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 18
Mercredi 28 novembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition puis les caractérisations d’une bijection.

Corrigé. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y.

f établit une bijection de X sur Y <= VyeVY, Az ec X, y=f(x)
<= tout élément de Y admet un unique antécédent par f

<= pour tout y € Y, l"équation y = f(z) admet une unique
solution x € X

<= ilexiste g: Y — X telle que go f =Idx et go f = Idy
< f: X — Y est surjective et injective

Exercice 2. — Donner la définition puis les caractérisations d’une injection.

Corrigé. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y.

f: X — Y est injective <= V(z1,22) € X x X, f(z1) = f(22) = =1 =22
= V(z1,22) € X x X, z1 #£ 20 = f(z1) # f(22)
<= tout élément de Y admet au plus un antécédent par f

<= pour tout y € Y, I"équation y = f(z) admet au plus une
solution x € X

Exercice 3. — Donner la définition puis les caractérisations d’une surjection.

Corrigé. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y.

f: X — Y est surjective <= Vy eV, JreX, y=f(x)
<= tout élément de Y admet au moins un antécédent par f

<= pour tout y € Y, I’équation y = f(z) admet au moins une
solution z € X

= f(X)=Y
czdz
Exercice 4. — Donner | ——.
Vv1—22
Corrigé. — / _rde —v/1 — 22 + constante. Intervalle : |—1;1[.
v1—22

Exercme 5 — Donner /
1/32‘2
C"/dx h z + constante. Intervalle : R
orrige. — — = argsnx constante. Intervalle : .
I ViZrl B

Exercice 6. — Donner cos(2a) en terme de cos® a (en précisant le domaine de validité).
Corrigé. — Va € R, cos(2a) = 2cos?a — 1

Exercice 7. — Donner tan® a en terme de cos(2a) (en précisant le domaine de validité).

1—cos(2a)

Corrigé. —Va € R\ (§ +7Z), tan® a = T+cos(2a)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 20
Jeudi 6 décembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le critére permettant de montrer qu’une partie est un sous-espace vectoriel.
Exercice 2. — Donner (sans démonstration) un exemple non trivial de sous-espace vectoriel de R2.
Exercice 3. — Donner (sans démonstration) deux exemples non triviaux de sous-espaces vectoriels de

R3.



Exercice 4. — L’ensemble C' = {(u,,) € RY | (u,,) converge} est-il un sous-espace vectoriel de R ?

Exercice 5. — L’ensemble M = {(u,,) € RY | (u,,) monotone} est-il un sous-espace vectoriel de RN ?



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 20
Jeudi 6 décembre 2012

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le critére permettant de montrer qu’une partie est un sous-espace vectoriel.

Corrigé. — Soient E un K-espace vectoriel (ot K =R ou C) et F' une partie de E. L’ensemble F' est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

(Z) Op € F;
(it) VO p) e Kx K, V(z,y) e FxF, Ax+puyeckF.

Exercice 2. — Donner (sans démonstration) un exemple non trivial de sous-espace vectoriel de R2.
Corrigé. — Une droite passant par 0 est un sous-espace vectoriel de R2.

Exercice 3. — Donner (sans démonstration) deux exemples non triviaux de sous-espaces vectoriels de

R3.

Corrigé. — Une droite passant par 0 est un sous-espace vectoriel de R3.
Un plan passant par 0 est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 4. — L’ensemble C' = {(u,,) € RY | (u,,) converge} est-il un sous-espace vectoriel de R ?

Corrigé. — Montrons que C' est un sous-espace de RY en utilisant le critére du sous-espace vectoriel.

(4) car la suite nulle est constante donc converge (vers 0).

() ’V()\,u) € Nx N, V((un), (vn)) € C xC, (Au, + pov,) € C ‘ Soient A et p deux réels et (uy,) et (vy)
deux suites convergentes. Il existe £ € R et £/ € R tels que u, — £ et v, — . D’apres les
opérations sur les limites, on a Auy, + pv, — M+ pl’ donc (Auy, + pv,) € C

Exercice 5. — L’ensemble M = {(u,,) € RY | (u,,) monotone} est-il un sous-espace vectoriel de RN ?

Corrigé. — Montrons que M n’est pas un sous-espace vectoriel de RN, Les suites définies par u, = % et

v, = ——3 sont monotones mais w, = u, + v, = n'est pas le terme général d’une suite monotone car
n

wy =0, wy = % et w3 = 2 donc w; < wy mais w3 < wa.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 21
Mardi 11 décembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Montrer que F = {f: R — R | f(z) = f(2?)} est un sous-espace vectoriel de
E = F(R,R).

Exercice 2. — Mettre F' = {(x,y,2) € R?® | 2 + 2 = y — 2 = 0} sous la forme Vect(X).



Exercice 3. — Enoncer deux caractérisations du fait que F = F & G.

Exercice 4. — Donner la caractérisation de Vect(X) ot X # & en terme de combinaisons linéaires.

Exercice 5. — On se place dans R3. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F' dessinée.




PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 21
Mardi 11 décembre 2012

durée : 15 min

Exercice 1. — Montrer que F = {f: R — R | f(z) = f(2?)} est un sous-espace vectoriel de
E = F(R,R).

Corrigé. — Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E en utilisant le critére du sous-espace
vectoriel.

(1) |OFmr) € F'|: si f est la fonction nulle, on a, pour tout » € R, f(z) = f(2?) =0 donc F contient

la fonction nulle.
(1) ’V()\,u) €R?, V(f,9) € F%, \f +pugc F‘ : soient A\, p deux réels et f, g deux éléments de F'. On

a (\f + pg)(x) = Mf(2) + pg(x) = Af(2%) + ng(2?) = (Af + pg)(2?) done Af + ug € F.
Exercice 2. — Mettre F = {(z,y,2) € R® | 7+ 2z = y — 2z = 0} sous la forme Vect(X).

Corrigé. — On a
F={(z,y,2) eR® |z +2=y—2=0}
={(z,9,2) ER3} |2 =~z et y =2}
={(-2,2,2) | z e R}
={z(-1,1,1) | z € R}
= Vect((-1,1,1)).

Exercice 3. — Enoncer deux caractérisations du fait que E = F & G.
Corrigé. — E=F&G < VYeeckE, J(f,9) e FxG, z=f+g
E=F+G
{F NG = {0}
Exercice 4. — Donner la caractérisation de Vect(X) o X # & en terme de combinaisons linéaires.
Corrigé. — Soient E un K-espace vectoriel (ot K = R ou C) et X une partie non vide de E. On a

Vect(X) ={Mz1+ -+ xn [ n>1, (A1,..., ) €K™ et (21,...,2,) € X"}

Exercice 5. — On se place dans R3. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.
z
F
Gy
Gs
4
Ga
Y




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 22
Jeudi 12 décembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Montrer que F = {(up)nen | V7 € N, u,, = u,2} est un sous-espace vectoriel de £ = RY.

Exercice 2. — Mettre F' = {(x,y,2) € R® | 22 + y — 52 = 0} sous la forme Vect(X).



Exercice 3. — Enoncer deux caractérisations du fait que F = F & G.

Exercice 4. — Donner la définition d’une application linéaire.

Exercice 5. — Montrer que u: R* — R?, (z,y, z,t) — (x — 2,y + t) est linéaire.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 22
Jeudi 12 décembre 2012

durée : 20 min

Exercice 1. — Montrer que F = {(up)nen | V7 € N, u,, = u,2} est un sous-espace vectoriel de £ = RN,
Corrigé. — Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E en utilisant le critére du sous-espace
vectoriel.

(4) : si u est la suite nulle, on a, pour tout n € N, uw,, = u,2 = 0 donc F' contient la suite nulle.

() "v’()\,u) €R? VY(u,v) € F? Mu+pv € F‘ : solent A, p deux réels et u, v deux éléments de F.
Posons w = Au+ pv. Sin € N, on a w, = Au, + pv, = Au,2 + pv,2 = wy2 done Au+ pv € F.

Exercice 2. — Mettre F' = {(x,y,2) € R® | 22 +y — 52 = 0} sous la forme Vect(X).
Corrigé. — On a
F={(z,y,2) € R® |y =5z — 2z}
= {($75Z - 2$,Z) | ((E,Z) € Rz}
={x(1,-2,0) + 2(0,5,1) | (z, 2) € R?}
= Vect((1,—2,0), (0,5,1)).
Exercice 3. — Enoncer deux caractérisations du fait que E = F @ G.

Corrigé. — On a

E=F®G < VzeFE, Af,g) eFxG, z=f+g

E=F+G
FnG={0}
Exercice 4. — Donner la définition d’une application linéaire.
Corrigé. — Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. On dit que u: E — F' est une application linéaire si

V(z,y) e Ex E, V(\p) EKXK, u(Az+ py) = Au(z)+ pu(y).
Exercice 5. — Montrer que u: R* — R?, (z,y, z,t) — (z — 2,y + t) est linéaire.
Corrigé. — 1l s’agit de démontrer que

Y(z,y,2,t) €RY, V(2 9,2 t') eRY VAER, VucR,
u Nz, y, z,t) + N2, ¢, 2, 1) = Mz, y, 2,t) + pu(a’y, 2, t).

Soient (x,y, z,t) et (z',%/,2',t') eux vecteurs de R* et A, \’ deux réels. On a

u Nz, y, 2, t) + N(2', ¢, 2, ) = uDe + N2/ y + Ny, hz + N2\ + Nt

— u(X,Y,2,T)

(X —ZY+T)

=N+ Nz =Xz = N2 Ay + Ny + At + Nt
MMz —2) + N (@ = 2), My +t) + N +t)
=Nz —2)+ N =) Ny +t)+ N +t))

Nz —z,y+t)+ N =2y +t)

= du(z,y,z,y) + Nu(a',y', 2/, t)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 23
Vendredi 14 décembre 2012

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Montrer que u: R? — R?, (2,9,2) — (x +y + 2,2 — y) est linéaire.

Exercice 2. — Déterminer le noyau de u sous la forme Vect(X). Est-ce que u est injective ?



Exercice 3. — Déterminer l'image de u et la mettre sous la forme Vect (¥, &). Est-ce que u est surjective ?

Exercice 4. — On pose F = {(z,y,2) € R® | 2 +y = 0 et 20 — 2z = 0} = Vect((1,-1,2)) et
G={(z,y,2) €ER3 |z +y+2z=0} = Vect((1,0,—1), (0,1, —1)). Montrer que R* = F & G.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 23
Vendredi 14 décembre 2012

durée : 20 min

Exercice 1. — Montrer que u: R? — R? (2,y,2) — (z +y + 2,2 — y) est linéaire.
Corrigé. — 1l s’agit de montrer que
V(z,y,2) €R?, V(2',y',2) € R®, VAER, VueR, ulMz,y,2) + N (@', y,2) = Mu(z,y,2) + pu(a’,y', 2').
Soient (z,y,z) et (z/,9,2') deux vecteurs de R® et X et \ deux réels. On a
uNz,y,2) + N (@', ¢, 2") =ude + N, Ay + Ny, 2+ V2) =u(X, Y, 2) = (X +Y +Z,X-Y)
=M+ N+ y+ Ny + Az + N2 Az + N’ — dy — Ny)
=A@ +y+2)+ XN (@' +y +2), Mz —y) + N (@' —y)
=Mz ty+z,z—y) +N@ +y +2,2" )
= )\u(x’ y7 Z) + A/u(x/’ y/’ Z/))

ce qui montre que | u est linéaire |.

Exercice 2. — Déterminer le noyau de u sous la forme Vect(X). Est-ce que u est injective ?

Corrigé. — Puisque u est linéaire, cela a un sens de considérer son noyau. On a

:O =
(z,y,2) € Keru <= u(z,y,2) = (0,0) < {a:+y+z — {y v

z—y=0 z=—2x

On a donc

Keru = {(2,9,2) €R® |y =z et 2 = 22} = {(z,z, —22) | v+ € R} z‘Vect((l7 1,-2)) ‘

L’application linéaire ‘ u n’est pas injective ‘ car Keru # {(0,0,0)}.

Exercice 3. — Déterminer l'image de u et la mettre sous la forme Vect (¥, &). Est-ce que u est surjective ?
Corrigé. — On a
Imu={(z+y+z2—2)|(r,y,2) € R = {x(1,1) + y(1,0) + 2(1, 1) | (z,y,2) € R®}
= Veet((1,1), (1,0), (1, -1)) = Vect((1,1),(1,0)) |

car (1,—1) = =1 x (1,1) + 2 x (1,0). Puisque Imu est un plan (les vecteurs (1,1) et (1,0) sont non
colinéaires), on a donc Im = R? et donc ‘ u est surjective ‘

Exercice 4. — On pose F = {(z,y,2) € R® | 2 +y = 0 et 20 — 2z = 0} = Vect((1,-1,2)) et
G={(z,y,2) €ER3 |z +y+2z=0} = Vect((1,0,—1), (0,1, —1)). Montrer que R* = F & G.

Corrigé. — On utilise le critere suivant : R3=F @& G <= FNG={0}et R3=FaG.

rz+y=20 Yy=—x
(,9,2) EFNG <= (20—2=0 <= 2=21 <= z=y=2=0
r+y+2=0 20 =0

Soit (x,y,2) € R%. Si f € F, il existe A € R tel que f = (A, —\,2)). Posons g =

(xvywz)_f:(‘T—A,y‘f')\,Z—Q)\). On a

r+y+z

gEG <= (- N+ Wy+AN)+(2-2\)=0 <= 2 =z+y+2z < A= 5

Posons donc A = ZH+2. On a alors (z,y,2) = f+g€ F+ G car f € Fet g €G.

Ainsi,  R3=F @ G



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 24
Mardi 15 janvier 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme du rang.

Exercice 2. — Donner les cing conditions nécessaires et suffisantes que vous connaissez pour que
E =F & G. On distinguera bien celles valables en dimension finie uniquement.

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la base incomplete.



Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.

Exercice 5. — Donner la caractérisation d’une famille liée a deux éléments.

Exercice 6. — Propriétés du rang d’une famille de vecteurs.

. L " .. N . . . v issez
Exercice 7 Donner toutes les conditions suffisantes spécifiques a la dimension finie que vous connaisse
pour qu’une application linéaire soit bijective.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 24
Mardi 15 janvier 2013

durée : 20 min

Exercice 1. — Enoncer le théoreme du rang.

Corrigé. — Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K =R ou C et u: E — F une application linéaire.
Si E est de dimension finie, alors dim E' = rgu + dim Ker u.

Exercice 2. — Donner les cinq conditions nécessaires et suffisantes que vous connaissez pour que
E = F & G. On distinguera bien celles valables en dimension finie uniquement.
Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces. On a
FNnG={0}
E=F60G < Vec FE, A(f,g) e FxG, e=f+g <
(f.9) f+g E_FLC

Lorsque E est de dimension finie, on a

FNG ={0} (E){EzF—FG

E=F3G =
dimF +dim G =dim FE dimF +dimG =dim FE

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la base incompléte.
Corrigé. — Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C de dimension finie. Si (¢1,...,¢,) (o p > 1) est
une famille libre de E et (g1,...,94) (ot ¢ > 1) une famille génératrice de E, alors il existe une base

(e1,...,en) (ot n > p) de E telle que
(i) vie [1;p], es=4;
(i) Yiep+1;n], es€{g1,.--,9¢}
Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et F' et G deux sous-espaces de E. Si F' et G sont
de dimension finie, alors F NG et F + G le sont également, et dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Exercice 5. — Donner la caractérisation d’une famille liée & deux éléments.
Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et = et y deux vecteurs. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(7) la famille (z,y) est liée;
(it) x=0o0u3IN €K, y=Ax.
Exercice 6. — Propriétés du rang d’une famille de vecteurs.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et (f1,..., fp) une famille de vecteurs de E.
(4) 18(f1,---, fp) <p
(%) rg(f1,..., fp) = p si et seulement si (f1,..., fp) est libre.

(i7") rg(f1, f2) = 2 si et seulement si fi et fo ne sont pas proportionnels.

(#3") rg(f1) = 1 si et seulement si f; # 0.

(%) Si f,, est combinaison des autres f;, alors rg(f1,..., fp) =1&(f1,---, fp=1)-

Exercice 7. — Donner toutes les conditions suffisantes spécifiques & la dimension finie que vous connaissez

pour qu’'une application linéaire soit bijective.

Corrigé. — Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K =R ou C et u: £ — F une application linéaire.

(i) On suppose que E est de dimension finie n et on considére une base (ei,...,e,) de E. Si
(u(er),...,u(e,)) est une base de F, alors u est bijective.
(#7) On suppose que E et F' ont méme dimension finie. Si u est injective ou surjective, alors elle est
bijective.
(4it) On suppose que E et F ont méme dimension finie. S’il existe v € L(F, E) tel que uov = Idg ou
vowu = Idg, alors u est bijective.
(iv) On suppose que E et F' ont méme dimension finie n. Si rgu = n, alors u est bijective.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 25
Mardi 22 janvier 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les quatre conditions nécessaires et suffisantes que vous connaissez pour que
E =F ® G. On distinguera bien celles valables en dimension finie uniquement.

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la base incompleéte.

Exercice 3. — Enoncer la formule de Grassmann.



Exercice 4. — Donner la caractérisation d’une famille liée & deux éléments.

Exercice 5. — Donner toutes les conditions suffisantes spécifiques a la dimension finie que vous connaissez
pour qu’une application linéaire soit bijective.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 25
Mardi 22 janvier 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les quatre conditions nécessaires et suffisantes que vous connaissez pour que
E =F & G. On distinguera bien celles valables en dimension finie uniquement.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces. On a

FNG={0}

E=F®G < VecE, A(f,g) e FxXG, e=f+g <
e (f.9) e=f+g {E:F+G

Lorsque FE est de dimension finie, on a

FNnG=1{0 E=F+G
E=FoCG = {0} S +
dim F 4+ dim G = dim E dim F + dim G = dim E
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la base incompléte.
Corrigé. — Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C. Si (41,...,£,) (ot p > 1) est une famille libre de
E et (g1,...,94) (ol ¢ > 1) une famille génératrice de E, alors il existe une base (e1,...,e,) (o n > p)

de F telle que
(7)) Vie[l;p], es=¢¥;
(W) Yiep+1;n], es€{g1,---,94}

Exercice 3. — Enoncer la formule de Grassmann.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces de E. Si F' et G sont
de dimension finie, alors F NG et F'+ G le sont également, et dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F' N G).

Exercice 4. — Donner la caractérisation d’une famille liée & deux éléments.
Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et = et y deux vecteurs. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(7) la famille (z,y) est liée;

(it) x=00u3INeK, y=Az.

Exercice 5. — Donner toutes les conditions suffisantes spécifiques a la dimension finie que vous connaissez
pour qu’une application linéaire soit bijective.

Corrigé. — Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K = R ou C de méme dimension finien et u: £ — F
une application linéaire.
(7) Silimage d’une base de F par u est une base de F, alors u est bijective.
(ii) Si u est injective ou surjective, alors elle est bijective.
(#7) S'il existe v € L(F, E) tel que uov =Idp ou vou =Idg, alors u est bijective.
)

(iv) Sirgu =n, alors u est bijective.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 26
Mercredi 23 janvier 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Montrer que I'application linéaire u: R?® — R?, (2,9, 2) — (=22 + 4y + 22, —dx +y —
4z, 52 — y + 5z) est bijective (on ne demande pas de vérifier la linéarité).

Exercice 2. — Montrer que les espaces F = {(z,y,2) € R® | 2 = 2y = 2z} et G = {(2,9,2) € R? |
x4+ 3y + 4z = 0} sont des sous-espaces de E = R? qui sont supplémentaires.



Exercice 3. — Rappeler, en la démontrant, la formule reliant une projection et la symétrie correspondante.

Exercice 4. — Déterminer p(x,y, z) et s(z,y,2) ol p et la projection sur F paralltlement & G et s la
symétrie par rapport a F' parallelement a G (les espaces F' et G sont les espaces définis précédemment).
Indication : considérer v = (x,y,2) € E =R? et, si f € F, trouver & quelle condition g = v — f € G et en
déduire les valeurs de f et g.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 26
Mercredi 23 janvier 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Montrer que I'application linéaire u: R?® — R?, (2,7, 2) — (=22 + 4y + 22, —dx +y —
4z,52 — y + 5z) est bijective (on ne demande pas de vérifier la linéarité).

Corrigé. — Puisque u est un endomorphisme de R? qui est de dimension finie, il suffit de montrer que u
est injective pour montrer qu’elle est bijective. Or une application linéaire est injective si et seulement si
son noyau est nul, donc il suffit de montrer que Keru = {0}.
On a
—2I+4y—|—22=0 Ly« L1+4L3
(,y,2) EKeru <= { —do+y—42=0 Ly« Lo+ L3
S —y+5z2=0 Ls

18z + 222 =0 z=0
< qr+2=0 < ¢2z=0
dbr —y+52=0 y=0

donc Keru = {(0,0,0)} ce qui montre que u est bijective.

Exercice 2. — Montrer que les espaces F = {(z,y,2) € R® | 2 =2y = z} et G = {(z,y,2) € R? |
2+ 3y + 4z = 0} sont des sous-espaces de E = R? qui sont supplémentaires.

Corrigé. — On a F = Vect(2,1,2) donc F est un sous-espace de R3. Puisque F est engendré par un
unique vecteur non nul, il est de dimension 1.

Ona G = {(-3y —4z,y,2) | (y,2) € R?} = Vect((—3,1,0),(—4,0,1)) donc G est un sous-espace de
R3. Puisque G est engendré par deux vecteurs non colinéaires, il est de dimension 2.

Montrons que F = F @& G en utilisant le critére suivant, valable puisque E est de dimension finie :

dim F +dimG =dim F

EFE=FG =
FnG={0}

On a bien dim F + dimG =1+ 2 = 3 = dim E. Montrons que F NG = {0}. On a

r=2y==z =2 = 2
Y <:>{ J — rx=y=2=0

(r,y,2) e FNG —
r+3y+42=0 2y +3y+8y=0

Exercice 3. — Rappeler, en la démontrant, la formule reliant une projection et la symétrie correspondante.

Corrigé. — Puisque E = F @ G, tout « € F s’écrit de maniere unique sous la forme z = zp + zg. On a
donc x = xp + z¢, p(x) = xF et s(x) = xp — z¢. En résolvant ce systéme, on obtient ¢ = x — p(x) et
donc s(x) = p(z) — (z — p(x)) = 2p(x) — z. Ainsi, s = 2p — ldg.

Exercice 4. — Déterminer p(z,y, z) et s(z,y,2) ol p et la projection sur F parallelement & G et s la
symétrie par rapport & F' parallelement & G (les espaces F' et G sont les espaces définis précédemment).
Indication : considérer v = (z,y,2) € E =R3 et, si f € F, trouver a quelle condition g = v — f € G et en
déduire les valeurs de f et g.

Corrigé. — Soit v = (z,y,2) € R3 et f € F. Il existe A € R tel que f == (2A\, \,2\). Posons g =v — f =
(x—2\y—Xz—-2)\)=(X,Y,Z).Ona

gEG <= X+3Y 447 =0 < (z—20\)+3@Hy—A)+4(z—2)\) =0
T+ 3y + 4z

13
Posons A = .Onaalorsv = f+gavec f € Fetge Gdonc f =uvp et g= vg avec les
notations précédentes. Donc p(x,y, z) = vp = (2A\, A, 20) = (2”31?{;42, z+3y+42,2”31%+4z) et s(x,y,2) =

13

_ x+3y+4z x+3y+4z x+3y+4z _ (—92+12y+16z 2x—T7y+8z 4dx+12y+3z
2p(x,y,z)f(x,y,z)f(4 12{3 7‘%’2 1y *ya4 Y *Z) ( Y 4 J )
(Remarque : on aurait aussi pu utiliser s(v) = vp —vg).

<— x+3y+4z—132=0 < A=

z+3y+4z
13

13 - 13 ’ 13 ’ 13



Nom :
Prénom :

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de

validité.

INTERROGATION N° 27
Jeudi 24 janvier 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Formule demandée

Réponse

/ dx
1+ 22

/ dx
Vit

/ dx
1— 22

/ dx
2 -1

Lien projecteur/symétrie

PTSI de Nevers




d(M, D) dans R3

d(M, D) dans R?

(z +y)?P

M

p 2
e, pet cpour & + 4 =1

a et b en fonction
de e et p (hyperbole)

cos™ a

sinp + sin q

CcCosT

(en fonction de t = tan )




PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 27
Jeudi 24 janvier 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de

validité.

Formule demandée

Réponse

dx
1422

/

arctan x + constante

Intervalle : R

/ dx
V1422

argsh x 4 constante

Intervalle : R

dx

1— 22

/

argth x 4+ constante

Intervalle : |—1;1]

i

arcsin x + constante

Intervalle : |—1;1]

| 7=

argch x + constante

Intervalle : |1; 4o00[

()

ad —bc#0 = (Ccl

b\ ' 1 d —b
d Cad—be \—¢ a

Lien projecteur/symétrie | s =2p —1Id
o
u N AM
d(M, D) dans R3 d(M,D) = W o A € D et 4 dirige D
U
b
d(M, D) dans R? d(M,D):WOﬁD:ax—l—by—i—c:O
a

+ ‘ryn—Z + yn—l)

1+t2

at -y V(r,y) €C?, o —y" = (z—y)@" T+ Py £
. p
(o + )P V) €C @ty =3 (k) oyt
k=0
- b2
e,petcpouri—j—k%ﬁzl ezg,p:—etCZ a? — b2
a
a et b en fonction p p
a= et b
de e et p (hyperbole) 2_1 2 _ 1
1 5(2
cos?a Va €R, cos’a= JFC%(Q)
sinp + sing V(p,q) € R?, 2cos25%sin 214
1—¢2 ,
cosx Vo € R\ (7 +27Z), cosz = (en fonction de t = tan )




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013
INTERROGATION N° 28
Mardi 28 janvier 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées.

Formule demandée

Réponse

Définition de Mat, f(u)

Définition de P¢

Mate/ e (IdE)

(lien avec une matrice de passage)

Mat  (u(z))

Mat., q(v o u)




PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 28

Mardi 28 janvier 2013

durée : 5 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées.

2012-2013

Formule demandée Réponse
1 -1
a b a b 1 d —b
(c d> ad—bc#0 = (c d) ad—bc(—c a)
uler) ... u(ep)
fi
Définition de Mat. s(u) | Mate ¢(u) =
fn
el ... e

€1
Définition de P¢’ P = :
€p

Mates ¢ (Idg)

Mat f (u(z))

Mat ¢ (u(x)) = Mat, ;(u) Mat.(z)

Mat. q(v o u)

Mat, (v o u) = Maty 4(v) x Mat., f(u)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 29
Mercredi 30 janvier 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 25 min

Exercice. — Résoudre w19 + ity 41 + (—4+2i)u,, = 0 avec ug = 0 et uy = 1. On rappelle que 289 = 172



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 29
Mercredi 30 janvier 2013

durée : 25 min

Exercice. — Résoudre w19 + ity 1 + (—4+2i)u,, = 0 avec ug = 0 et uy = 1. On rappelle que 289 = 172,

Corrigé. — Puisque ’équation est une équation de récurrence linéaire a coefficients constants, on forme
I’équation caractéristique r2+ir—4+2i = 0. Le discriminant A est 2 —4(—4+2i) = —1+16—8i = 15—8i # 0.
Pour résoudre ’équation on utilise le théoréme suivant.

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions de aun42 + dbuypyq1 + cup, = 0. —
Soient a, b et ¢ trois complexes avec a # 0 et ¢ # 0. On note A le discriminant de 1’équation
caractéristique ar? +br+c = 0. Si A # 0, I'’équation caractéristique admet deux racines distinctes
r1 et ro dans C et I’ensemble des solutions de auy, 492 + buy41 + cuy, = 0 est

S = {(tun)nen | I\, 1) € C%, Yn €N, wu, = Ml + ury ).

On a déja vérifié les hypotheses de ce théoréeme (pour lequel on a a =1, b =i et ¢ = —4 + 2i. Trouvons les
racines 7 et ry. Pour cela, trouvons 6 € C tel que 62 = A. On pose § = = + iy avec z et y réels. On a

=A< (z+iy)*=15—8i
— 2? —y? 4 2izy =15—8i

— {x —y? =15 (égalité des parties réelles)
2xy =8 (égalité des parties imaginaires)

&m m‘@:

(car x # 0 vu que zy = —4

4

{m — 1522 —16=0

Posons X = 22 et résolvons I’équation X2 — 15X — 16 = 0. Le discriminant de cette équation set
15% — 4 x (—16) = 289 = 172 donc les solutions sont X; = 38T = 32 = 16 et X, = 15517 = —1. Puisque
X = 2%, on prend uniquement la racine positive et on obtient x = 4. On a alors

r=4ety=-—1
2 =A < {ou
r=—-4dety=1

Prenons par exemple § = 4 —i. Les solutions de ’équation caractéristique sont alors r; = 73:5 = *”T‘H =
2—ietryg= 73(;5 = %4“ = —2. D’apres le théoreme précédent, 'ensemble des solutions de 1’équation

est donc

S = {(un)nGN | El(Aa:U’) € (C27 Vn € Na Up = >‘(2 - Z)n +lu(_2)n}

Soit (u,)nen une solution vérifiant ug = 0 et uy = 1. Il existe A et p dans C tels que
VneN, wu,=A2-0)"+pu(-2)"

On a donc

=0 A te=0 = o PE
up =1 2-)A—2u=1 (4—ir=1 p=—k

L’unique solution vérifiant ug = 0 et u; = 1 est donc la suite (uy,)nen donnée par

441 4414
7 G0 = (2

VneN, wu,=




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 30
Jeudi 31 janvier 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Donner la formule définissant P¢ .
Exercice 2. — Donner la formule définissant Mate (u).
Exercice 3. — Donner la formule donnant Mat, 4(v o ).

Exercice 4. — Donner la formule donnant Mat s (u(z))

PTSI de Nevers
2012-2013



Exercice 5. — Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et e = (ey,...,e,). Ecrire la
matrice dans la base e de 'endomorphisme u € L(FE) dans la base e = (e1,...,e,) ol u(e;) = €;—1 + €11
si2<i<mnetuler) =esetule,) =en_1.

Exercice 6. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e et ¢’ deux bases de E, x un
vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat, (), X’ = Mat/ (), M = Mat,(u), M’ = Mat,(u), P = P¢
et P’ = P5,. Parmi les réponses suivantes, noircir les cases qui correspondent & une formule juste et les
démontrer.

0 A P =Mat..(Idg)
OB P’ =Mateo(Idg)
0 C PM =MP
O0D M =PMP



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 30
Jeudi 31 janvier 2013

durée : 10 min

. 7 . /
Exercice 1. — Donner la formule définissant PS .

€1

Corrigé. — pPe =

e

€n
Exercice 2. — Donner la formule définissant Mat. ¢(u).
u(er) ... ulep)
h
Corrigé. — Mat, s(u) =
In
Exercice 3. — Donner la formule donnant Mat, 4(v o u).

Corrigé. — Mat, g(vou) = Matys 4(v) x Mat, ¢(u)
Exercice 4. — Donner la formule donnant Mat s (u(x))
Corrigé. — Maty(u(x)) = Mat, r(u) Mate(x)

Exercice 5. — Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et e = (ey,...,¢e,). Ecrire la
matrice dans la base e de 'endomorphisme u € L(F) dans la base e = (e, ...,e,) ot u(e;) = e;—1 + €41
si2<i<mnetule;) =esetule,) =e,_1.

u(er) wul(e2) ... wulen—1) wulen)
€1 0 1 (0)
€9 1
Corrigé. — Mate(u) =
€n—1 . . 1
€n (0) 1 0
Exercice 6. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e et ¢/ deux bases de E, z un

vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat, (), X' = Maty (2), M = Mat,(u), M’ = Mat,(u), P = P¢
et P’ = P5,. Parmi les réponses suivantes, noircir les cases qui correspondent & une formule juste et les
démontrer.

0 A P =Mat, . (Idg)
B B P = Mat.(Idg)
B C PM =MP
BD M =PMP

Corrigé. — La réponse B est vraie car
Idg(er) ... Idg(en) €1 ... en
e} €}
Mate,e’ (IdE) = = : = ee/ e Pl'
€n €n

La réponse C est vraie car PM’ = P¢' M’ = Mats o(Idg) Mat (u) = Mates o(u) et MP = MP¢ M’ =
Mat, (u) Mate o(Idg) = Mater o (u).
La réponse D est vraie car c’est la méme formule que C vu que P’ = P~1.



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 31
Mardi 5 février 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 30 min
Exercice 1. — Donner la définition du rang d’une matrice
Exercice 2. — Enoncer le théoréme du rang pour une matrice.
-2 0 -1 -2
. 1 1

Exercice 3. — Calculer le rang de A =

PTSI de Nevers
2012-2013



Exercice 4. — Donner u(z,y,2) si u est Pendomorphisme de R?® canoniquement associé & A =

m 0 2m
—(m+1) m 1
3m -m m?+1
Exercice 5. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e et ¢’ deux bases de F, x

un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(z), X' = Mat. (z), M = Mat.(u), M’ = Mat. (u),

4 . 7’ . . . . N .
P = P¢ et P’ = P5. Parmi les réponses suivantes, noircir les cases qui correspondent & une formule juste

et les démontrer.
OA M=PMP
OB M=PMP
O0C X' =PX
0D X=PX



Exercice 6. — Soit u(z,y,2) = (z + 22,2+ 3y + 5z, —x — 2y — 4z).

a. Donner la matrice M de u dans la base canonique ¢ de R3.

b. Trouver une base de solutions des équations u(v) = v, u(v) = —v et u(v) = 0. On donnera les
vecteurs de la base avec leur premiére coordonnée strictement positive.
1 0 O
c. En déduire une base de R3 dans laquelle la matrice de w est A= [0 —1 0

d. Calculer M™ pour tout n € N*. 0 0 0



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 31
Mardi 5 février 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Donner la définition du rang d’une matrice

Corrigé. — Soient n et p deux entiers > 1, M € M, ,(K) o K =R ou C et C; les colonnes de M. Le
rang de M est rg M = dim Vect(C4,...,Cy).

Exercice 2. — Enoncer le théoréme du rang pour une matrice.
Corrigé. — Soient n et p deux entiers > 1 et K=R ou C. Si M € M, ,(K), alors p = dimKer M +rg M.

-2 0 -1 =2

. 11 1 1
Exercice 3. — Calculer le rang de A = s _1 1 3
2 0 1 2

Corrigé. — Notons C; les colonnes de A. On a C; = C4 donc rg M = rg(C,Cs, Cs, Cy) = rg(Cy, Co, Cs).
On a de plus 2C5 = Cy + Cy donc rg M = rg(Cy, C3). La famille (Cy, Cy) est libre car C; et Co ne sont
pas proportionnelles donc rg M = 2.

Exercice 4. — Donner u(z,y,2) si u est "endomorphisme de R?® canoniquement associé & A =
m 0 2m
—(m+1) m 1
3m -m m?+1

Corrigé. — On a u(z,y,z) = AX ou X = (2) et donc u(z,y,2) = (mzx + 2mz,—(m + )z + my +
2,3mz —my + (m? + 1)2).
Exercice 5. — Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e¢ et ¢’ deux bases de E, z

un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(z), X' = Maty (z), M = Mat.(u), M’ = Mat. (u),

/ . 7 . . . . N .
P = P¢ et P/ = PS. Parmi les réponses suivantes, noircir les cases qui correspondent & une formule juste

et les démontrer.

OA M=PMP

BB M=PMP

BC X' =PX

OD X=PX
Corrigé. — On a M = Mat.(u) = Mat.(Idg o uoldg) = Mate (Idg) x Mate o (u) x Mat, s (Idg) =
Pee/ M'P% = PM'P’ donc c’est la réponse B qui est correcte, pas la A.

e

Ona X' = Mate () = Mate (Idg(z)) = Mat, - (Idg) Mat.(z) = PSX = P'X. C’est donc la réponse C
qui est correcte, pas la D.

Exercice 6. — Soit u(z,y,2) = (v + 22,2 + 3y + 5z, —v — 2y — 4z2).

a. Donner la matrice M de u dans la base canonique € de R3.

b. Trouver une base de solutions des équations u(v) = v, u(v) = —v et u(v) = 0. On donnera les
vecteurs de la base avec leur premiére coordonnée strictement positive.
1 0 O
c. En déduire une base de R3 dans laquelle la matrice de w est A= [0 —1 0
d. Calculer M™ pour tout n € N*. 0 0 0
Corrigé. —
1 0 2
a.OnaM=11 3 5

-1 -2 —4



b. On a

T =2y

rT+2z==x 0
z =
—r—2y—4z=z2

donc, puisque |e; = (2,—1,0) | est non nul, il forme une base de solution de u(v) = v.

T+ 2z=—x
T=—z
w(z,y,2) = —(2,y,2) <= Sz +3y+5z=—y <:>{ @‘(z,y,z):z(—l,—l,l)‘.
y=—z

—r—2y—4z=—=2

donc, puisque | es = (1,1, —1) | est non nul, il forme une base de solution de u(v) = —v.

r+22=0
r=—2z
u(z,y,z) = (0,0,0) <= Sz+3y+52=0 <= { — ‘(x,y,z):z(fQ,—l,l) ‘
y=—z

—x—2y—4z=0

donc, puisque | ez = (2,1, —1) | est non nul, il forme une base de solution de u(v) = 0.

c. Posons e; = (2,—1,0), e2 = (1,1,—1) et e3 = (2,1,—1). La famille (ey, ea, e3) est une famille & 3
éléments de R3 qui est de dimension 3 donc c’est une base si et seulement si elle est génératrice. On
a

€1 :261752 L1 €1 :261752 L1
€r = €1+ €2 — €3 Lo+ Lo+ 17 < e1+ey =31 —e3 Loy
e3 =2¢1+¢e9—e3 L3+ L3+ L4 e1+e3=4e;1 —e3 L3+ L3— Lo

61:251—62
< (e;+ey =31 —¢3

—eg + 63 =¢€1

g1 = —e€2 + e3
< €9 =261 —e1 = —e1 — 2ey + 2e3
€3 =361 —e1 — ey = —eq — 4des + 3e3

Ceci montre que &; € Vect(eg, e, e3) pour tout i, donc (e, eq, e3) est génératrice donc c¢’est une

1 0 0
base. Dans cette base, on a | A = Mat.(u)= [0 —1 0
0 0 0
2 1 2
d. La matrice de passage de ¢ a €’ est P = P:l =1-1 1 1 et celle de ¢/ & e est P! =
0 -1 -1
0 -1 -1
PS, = | -1 -2 —4|. On a (formule du changement de base pour u™) M™ = PA"P~! =
1 2 3
(=" =2-2(-1)" —2—4(-1)"
—(=1™ 1-2(-1)" 1—4(=1)" | (sur une copie, détailler les calculs intermédiaires).

(=" 2(=1)" A(=1)"



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 32
Vendredi 8 février 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une limite finie en un point g € R pour une fonction.
Exercice 2. — Trouver graphiquement la valeur de § pour € = 0,1 au point x( spécifié.

2 .

1 =4




PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 32
Vendredi 8 février 2013

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une limite finie en un point g € R pour une fonction.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, zg € R un point ou une extrémité de I, f: [ — R et
¢ € R. On dit que f tend vers ¢ en x et on note f(x) s, s

Ve>0, 30>0, Veel, |zx—xo|<d = |f(zx)—{ <e.

Exercice 2. — Trouver graphiquement la valeur de § pour € = 0,1 au point x( spécifié.

/
\

}
0 Tg — 01 Tro—0 xo Xo+ 02

si d = 0o, entre g — et zg +
0, toutes les valeurs sont dans la
bande



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 33
Mardi 5 février 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 30 min
Exercice 1. — Donner la définition du rang d’une matrice
Exercice 2. — Enoncer le théoréme du rang pour une matrice.

-4 6 2 -4 -8
Exercice 3. — Calculer lerangde A= 1 -3 -1 2 3
0o -3 -1 2 2

PTSI de Nevers
2012-2013



Exercice 4. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, ¢ et ¢’ deux bases de E, z
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(z), X' = Mat. (z), M = Mat.(u), M’ = Mat. (u) et
P =Pp°.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Exercice 5. — Soit u(z,y,2) = (r — y + z, —2x + 2z, —2x — 2y + 42).
a. Donner la matrice M de u dans la base canonique € de R3.

b. Trouver une base (e1,...,e,) de F = {v € R? | u(v) = v} et une base (€pi1,...,e3) de G = {v € R?
| u(v) = 2v}. On donnera les vecteurs de la base avec leur premiére coordonnée strictement positive.

Montrer que e = (eg, ea,e3) est une base de R3.
Donner la matrice A de u dans la base e = (e, ea, e3) et calculer A™ pour tout n > 1.

Donner la matrice de passage P = P¢ ainsi que P~

- 0 & 0

En utilisant la formule exprimant M en fonction de P et A, calculer M™ pour tout n € N*.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 33
Mardi 5 février 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Donner la définition du rang d’une matrice

Corrigé. — Soient n et p deux entiers > 1, M € M, ,(K) ou K =R ou C et C; les colonnes de M. Le
rang de M est rg M = dim Vect(Ch,...,C,).

Exercice 2. — Enoncer le théoréme du rang pour une matrice.
Corrigé. — Soient n et p deux entiers > 1 et K=R ou C. Si M € M, ,(K), alors p = dimKer M +rg M.

-4 6 2 -4 -8
Exercice 3. — Calculer lerangde A= 1 -3 -1 2 3

0o -3 -1 2 2
Corrigé. — Notons C; les colonnes de A. On a C5 = C4 + C; donc rg A = rg(C1,C,C3,Cy). On a
Cy = =203 donc rg A = rg(C1, Cs, C3). Finalement, Co = 3C5 donc rg A = rg(C1, C3). Les colonnes C
et C5 étant non proportionnelles, on en déduit que rg A = 2.

Exercice 4. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e et ¢/ deux bases de F, x
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(x), X' = Mat. (z), M = Mat.(u), M’ = Mat. (u) et
pP=Pr.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Corrigé. —
a. M’ = Mat. (u) = Mate (Idg o u o Idg) = Mat, o (Idg) X Mate e (u) x Mates (Idg) = Pee,MPee/ =
P lMP

b. X’ = Mat. (z) = Mate (Idg(z)) = Mat, - (Idg) Mat.(z) = P5 X = P~ X.

Exercice 5. — Soit u(z,y,2) = (r — y + z, —2x + 2z, —2x — 2y + 42).
a. Donner la matrice M de u dans la base canonique ¢ de R3.

b. Trouver une base (e1,...,e,) de F = {v € R? | u(v) = v} et une base (€pi1,...,e3) de G = {v € R?
| u(v) = 2v}. On donnera les vecteurs de la base avec leur premiére coordonnée strictement positive.

Montrer que e = (ey, e, e3) est une base de R3.

Donner la matrice A de u dans la base e = (e, €2, e3) et calculer A™ pour tout n > 1.

® &0

Donner la matrice de passage P = P¢ ainsi que P~!.
f. En utilisant la formule exprimant M en fonction de P et A, calculer M™ pour tout n € N*.

Corrigé. —
1 -1 1
a.OnaM=|-2 0 2
-2 =2 4

b. Soit v = (x,y,2) € R®. On a

r—yt+z==x
=z
vEF <= u(x,y,2) = (r,y,2) <=  2x+2z=yy = {y 5
z =2z
—2r—-2y+4z==z2
= (z,9,2) = 2(1,2,2),
donc, puisque |e; = (1,2,2) | est non nul, il forme une base de F'. On a de méme
r—y+z=2x
vEF <= u(z,y,2)=(2,9,2) < { —2x+2z=2y = r=—-y+z
—2x — 2y +4z =2z
@ (x7 y, Z) = y(—17 170) + 2(170’ 1)7

done G = Veet((~1,1,0), (1,0, 1)) = Vect((1,~1,0), (1,0, 1)). Puisque| es = (1,~1,0) et e5 = (1,0,1)]
sont non proportionnels, ils forment une base de G.




c. La famille (e, e, e3) est une famille a 3 éléments de R? qui est de dimension 3 donc c’est une base
si et seulement si elle est génératrice. On a

61:€1+2€2+2€3 Ll(*Llng 61763:2624»83 L1FL1+2L2
€y = E1 — €9 Lo+ Ly — Ly < ey —e3 = —c9g—€e3 Lo
e3 =¢€1 +¢€3 L €3 =¢€1+¢€3 Ls
e1 + 2e9 — 3eg = —€3
<~ €y —e3 = —€9 —E3

€3 =¢€1+e¢€3
81:61+262—263
— €9 = €1 + eg — 2e3

€3 = —eq — 2e9 + 3eg

Ceci montre que €; € Vect(ey, ea, e3) pour tout 4, donc (eg, eq, e3) est génératrice donc‘ (e1, e2,€3) est une base

de R? d’apres ce que l'on a déja dit.

d. Puisque u(e (car e; € F) et u(ea) = 2ey et u(ez) = 2es, la matrice de u dans e est

) =
1 00 1 0 0
A=10 2 0].Puisque A est diagonale, ona A" = |0 2" 0
0 0 2

0o o0 2
1 1 1
e. D’apres les calculs précédents, la matrice de passage decaeest P=PZ = |2 —1 0 | et celle
2 0 -1
1 1 -1
deedcest P7l=P=| 2 1 =2
-2 -2 3

f. Ona M = PAP~! et donc si on suppose que M™ = PA"P~! ona M"+*! = M"M = PA"P~'PAP~! =
PA"1 P~1 ce qui montre par récurrence que Vn > 1, M™ = PA"P~! (la récurrence étant facile,
on peut la faire rapidement & condition de bien donner les arguments pour l'initialisation et I’hé-

1 1-2m 2" —1
rédité). On a donc M"™ = [2—2ntt 227 27+l _ 2| (sur une copie, détailler les calculs
92 _ 2n+1 92 _ 2n+1 3.9n _9
intermédiaires).



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 34
Mardi 5 mars 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, ¢ et ¢’ deux bases de E, x
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(x), X' = Maty (z), M = Mat.(u), M’ = Mat, (u) et
P =Pp¢.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Exercice 2. — Si xp € R et £ € R, donner les définitions de f(x) — +oo et de f(z) — L.

T—x0 r——00



Exercice 3. — Donner la définition de f(z) = O(p(x)), f(z) = olp(z)) et p(xr) ~ ().

rT—rT0o T—T0o T—T0o

Exercice 4. — Soit A € M3(K) ou K =R ou C. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez
de l'inversibilité de A.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’'INTERROGATION N° 34
Mardi 5 mars 2013

durée : 20 min

Exercice 1. — Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, e et ¢/ deux bases de F, x
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat(z), X' = Mat,/ (z), M = Mat,(u), M' = Mat, (u) et
pP=Pr.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Corrigé. —

a. M’ = Mat. (u) = Mate (Idg o u o Idg) = Mat, o (Idg) X Mate ((u) x Mates (Idg) = PjMPee/ =

plMP

b. X’ = Mat. (z) = Mate (Idg(z)) = Mat, - (Idg) Mat.(z) = P5 X = P71 X.

Exercice 2. — Si xg € R et £ € R, donner les définitions de f(z) — +oo et de f(z) — L.
T—To T——00
Corrigé. — Définition de f(x) — +00. — Soient I un intervalle non trivial de R, 2y € R un point
T—xo

ou une extrémité de I et f: I — R. On dit que f tend vers +o0 en zy et on note f(x) — +oo si
Tr—xTo

VA>0, 36>0, Veel, |z—x9]<d = f(z)> A
Définition de f(x) —— €. — Soient I un intervalle non trivial de R dont —oo est une extrémité,
r—r— 00

f: I — Ret £eR. On dit que f tend vers £ en —oo et on note f(x) — £ si
r—r—00

Ve>0, dB>0, Veel, 2<-B = |f(z)—{] >e.
Exercice 3. — Donner la définition de f(z) = O(p(x)), f(z) = olp(z)) et p(xr) ~ ().
T—xT(

T—xo T—To
Corrigé. — Définition de f(x) = O(p(x)). — Soient I un intervalle non trivial de R, 2o un point
Tr—rxo

ou une extrémité (éventuellement infinie) de I et f,p: I — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé de .
On dit que f est dominée par ¢ au voisinage de xg, et on note f(x) = O(¢(x)), s’il existe une fonction
B bornée au voisinage de z telle que Vo € I, fx) = p(z)B(x).

Définition de f(x) = o(p(x)). — Soient I un intervalle non trivial de R, zy un point ou une
T—rxg

extrémité (éventuellement infinie) de I et f,p: I — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé de zy. On
dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de xg, et on note f(z) = o(p(x)), 'l existe une fonction
¢ tendant vers 0 en xg telle que Vo € I, fz) = p(z)e(x).

Définition de p(z) ~ (x). — Soient I un intervalle non trivial de R, xy un point ou une extrémité
T—rTo

(éventuellement infinie) de I et ¢,1¢: I — R qui ne s’annulent pas sur I privé de zo. On dit que ¢ est
équivalente & 1 au voisinage de xg, et on note ¢(x) e P(x), 8'il existe une fonction e tendant vers 0 en
xo telle que Vo € I, o(x) = (x)(1 + (x)).

Exercice 4. — Soit A € M3(K) ou K =R ou C. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez
de l'inversibilité de A.

Corrigé. — On a

A inversible <= 3B € M3(R), AB=BA=1I3

3B € M3(R), AB =1,
3B € M3(R), BA=1,
rgA=3

det A #0

le systéme linéaire X’ = AX admet une unique solution
il existe e et ¢’ bases de R? telles que A = P:,
I’endomorphisme de K® canoniquement associé & A est bijectif

’endomorphisme de K® canoniquement associé & A est injectif

[ A A

I’endomorphisme de K?® canoniquement associé & A est surjectif



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 35
Mardi 12 mars 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, ¢ et ¢’ deux bases de E, x
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(x), X' = Maty (z), M = Mat.(u), M’ = Mat, (u) et
P =Pp¢.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Exercice 2. — Si 29 € R et £ € R, donner les définitions de f(z) — oo et de f(x) — L.
Tr—r—00

T—rT0



Exercice 3. — Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Exercice 4. — Que dire d’une fonction continue sur un segment ?

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la bijection (pour une fonction continue).



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 35
Mardi 12 mars 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, ¢ et ¢’ deux bases de E, z
un vecteur de E et u € L(E). On pose X = Mat.(z), X’ = Mate (z), M = Mat.(u), M’ = Mate (u) et
P =Ppc.

a. Donner, en la démontrant, la formule exprimant M’ en fonction de M et P.

b. Méme question pour X’ en fonction de X et P.

Corrigé. —
a. M’ = Mat. (u) = Mate (Idg o uo Idg) = Mat, o (Idg) X Mate e(u) x Mate (Idg) = P:,MPeel =
P-'MP

b. X' = Mate (z) = Mate (Idg(z)) = Mat, o (Idg) Mate(z) = P$X = P71 X.

Exercice 2. — Si xg € R et £ € R, donner les définitions de f(x) — +oo et de f(z) — L.
r—r—00

T—xo
Corrigé. —
Exercice 3. — Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.
Corrigé. —
Exercice 4. — Que dire d’une fonction continue sur un segment ?
Corrigé. —
Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la bijection (pour une fonction continue).

Corrigé. —



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 36
Jeudi 21 mars 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse

/ dx
2 —1

/ dx
1— 22

=

/ dx
1422

/ dx
V14 2

sin“ a

COS P + COoS q

sin x (en fonction de ¢ = tan §)




Exercice 2. — Enoncer le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Exercice 3. — Enoncer le théoreme de Rolle.
Exercice 4. — Enoncer le théoréme des accroissements finis.
Exercice 5. — Enoncer I'inégalité des accroissements finis permettant de démontrer qu’une fonction est

lipschitzienne.



PTSI de Nevers 2012-2013
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 36
Jeudi 21 mars 2013
durée : 20 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de

validité.

Formule demandée Réponse

argch x + constante

| =

Intervalle : |1;4+00]

argth x 4 constante

/ dx
1— 22

Intervalle : |—1;1]

arcsin x + constante

Intervalle : |—1;1]

/ dx
1422

arctan x + constante

Intervalle : R

argsh x + constante

Intervalle : R

/ dx
V1422

sin a Ya € R, sin®a =

1 — cos(2a)
2

cosp + cosq V(p,q) € R?, cosp+ cosq = 2cos(E52) cos(2E2)

2t
sin Ve € R\ (7 + 27Z), sinz = T (en fonction de t = tan )
Exercice 2. — Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R une application, a et b deux points de I et

Yo € R. Si:
1°) f est continue sur I ;
2°) yo est compris entre f(a) et f(b),

alors il existe x( compris entre a et b tel que f(xg) = yo.
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de Rolle.

Corrigé. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f: [a;b] — R. Si:
1°) f est continue sur [a;b];
2°) f est dérivable sur Ja;b[;
3°) fla) = f(b),

alors il existe ¢ € Ja; b[ tel que f/(c) = 0.
Exercice 4. — Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Corrigé. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f: [a;b] — R. Si:
1°) f est continue sur [a;b];
2°) f est dérivable sur Ja; b,

alors il existe ¢ € Ja; b[ tel que f/(c) = W~

Exercice 5. — Enoncer I'inégalité des accroissements finis permettant de démontrer qu’une fonction est
lipschitzienne.
Corrigé. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f: [a;b] — R. Si:

1°) f est continue sur [a;b];

2°) f est dérivable sur Ja;b[;

3°) il existe k > 0 tel que Vz € Ja; b, | f'(z)| <k,

alors f est lipschitzienne de rapport k sur [a;b].



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION Ne° 37
Mardi 26 mars 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse
thz
-1

2 —1

1+ 22

2¢ 4+ 1

cosp — cosq

sin x (en fonction de ¢ = tan §)




Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction continue par morceaux.

Exercice 3. — Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continues par morceaux sur [0;1]?

size]0;1]

sizx=0

f(z)

1
Yo

sizel0;1]

sizx=0

O oui

[ non

O oui

[ non

O oui

[ non

Raison :

Raison :

Raison :

Exercice 4. — Enoncer I'inégalité des accroissements finis permettant de démontrer qu’une fonction est

lipschitzienne.




PTSI de Nevers

2012-2013
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 37
Mardi 26 mars 2013
durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse
thz In(ch ) 4+ constante  Intervalle : R
1 + constante  Intervalle : |—1;1]
—_—— arccos x + constante Intervalle : |—1;
V1—2z?
1
2v/x — 1 + constante  Intervalle : |1;+o0
— % ] [
% Va2 — 1+ constante  Intervalle : |1;+o0[ ou |—00; —1|
2 —
1
arctan x + constante Intervalle : R
1422
1
92+ 1 £1In[2z + 1| + constante  Intervalle : |—0o; —[ ou ]—1 ;+00]
CoSp — Cosq V(p,q) € R?, cosp—cosq= —2 sin(%ﬂ) sin(57)
sin x Vz € R\ (7 +27Z), sinz= 1_21:&2
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction continue par morceaux.

Corrigé. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f: [a;b] — R. On dit que f est continue par
morceaux sur [a;b] 8l existe une subdivision a = xg < 21 < -+ < x, = b de [a;b] telle que

(7) f soit continue sur chaque intervalle ouvert |x; ; x;41[;

(ii) f se prolonge par continuité sur chaque segment [z;;x;y1].

Exercice 3. — Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continues par morceaux sur [0;1]?
1 . . 1 .
— siz€]0;1] = siz€]0;1]
f(z) = E(2) fla)y=4 P& fl@) =93> .
0 siz=0 0 siz=0
Ooui [ non Ooui [ non Ooui [ non
Raison : en escalier sur [0; 1] Raison : nombre infini de discon- | Raison : limite infinie en 0"
tinuités
Exercice 4. — Enoncer I'inégalité des accroissements finis permettant de démontrer qu’une fonction est

lipschitzienne.

Corrigé. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f: [a;b] — R. Si:
1°) f est continue sur [a;b];
2°) f est dérivable sur Ja;b[;
3°) il existe k > 0 tel que Vz € Ja; b, |f/(x)] <k,

alors f est lipschitzienne de rapport k sur [a;b)].



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 38
Jeudi 28 mars 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

dx

Exercice 1. — Calculer / _
z(x —1)

Exercice 2. — Calculer / cos® x dx



Exercice 3. — Calculer / cos* x dx

Exercice 4. — Calculer / cos® x sin x dz



PTSI de Nevers 2012-2013
CORRIGE DE L’ INTERROGATION N° 38
Jeudi 28 mars 2013
durée : 15 min
Exercice 1. — Calculer / _dz
x(r—1)
Corrigé. — On a
1 1
Ve € R 1 = z
v €RA{0 1}, z(zx—1) z-1 =«
et donc,
dz
/m =In|x — 1| — In|z| 4 constante Intervalle : |—00;0[ ou ]0; 1] ou ]1;4o00]

Exercice 2. — Calculer / cos® x dx

3

Corrigé. — On a cos® x = cosz cos? z = cos #(1 — sin z) et donc

/COSSIdJJZ/COSJdeL’—/COSQﬁSinZJde:

1
sinx — § sin® -+ constante

Intervalle : R

3

Si on linéarise cos® x avec la formule d’Euler, on trouve

1 3
/ cos® xdx = 3 sin(3x) + 1 sin x + constante Intervalle : R

Exercice 3. — Calculer / cos* x dx

Corrigé. — On a

1 e2i:r + 6721’9: 3

ei:v _’_efiw 4 B e4iw +462iw _’_6_’_46722@ _’_674ix B 1 e4iw _’_6742@
2 16 8 2

cos4x—<
1
8

1 3
cos(4z) + B cos(2zx) + 3’

et donc

1 1 3
/cos4 xdr = 35 sin(4x) + 1 sin(2z) + 3% + constante Intervalle : R

Exercice 4. — Calculer / cos® xsin x dz

Corrigé. — On a

1
/ cos® xsinz dz = ~1 cos* z + constante Intervalle : R

2

2

T3



Nom :
Prénom :

INTERROGATION N° 40
Mardi 9 avril 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

.1
d

Exercice 1. — Calculer / 27:17

0o T4+2zx+1

Exercice 2. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.

PTSI de Nevers
2012-2013



Exercice 3. — Donner le théoreme de convergence des sommes de Riemann.

Exercice 4. — Donner 1’énoncé des propriétés que vous connaissez permettant de majorer la valeur
absolue d’une intégrale.

Exercice 5. — Donner ’énoncé du théoreme de changement de variable.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 40
Mardi 9 avril 2013

durée : 30 min

dx

1
Exercice 1. — Calculer / S TH T
0o T+2zx+1

Corrigé. — On a 2 4+ 22+ 1 = (z 4+ 1)? et donc

/1 da _/1 de [ 1 1_1_1_1
o 2+2x+1  Jy (x+1)2 | z+1], 2 |2

Exercice 2. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — R et a € I.

(7) Si f est continue sur I, application @ — f; f(t) dt est I'unique primitive de f sur I qui s’annule
en a.

xr
(i) Si f est continue sur I et si F est une primitive de f sur I, alors, pour tout z € I, / f)dt =
a

F(z) — F(a).
Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. — Si f est continue sur [a;b] avec a < b, alors

n—1 b
DONS fat Bty / F(t)dt.

n
k=0

Exercice 4. — Donner 1’énoncé des propriétés que vous connaissez permettant de majorer la valeur
absolue d’une intégrale.

Corrigé. — Soient f une fonction continue par morceaux sur un segment non trivial I et a, b deux points

de I.
/a g/ablfl

/f < (b—a)sup|f|

[a;b]
Exercice 5. — Donner I’énoncé du théoréme de changement de variable.

(i) a<b =

b
f
b

(ii) a <b =

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — C une fonction continue, « et 5 deux réels
tels que ae < B et @: [a; 8] — R. Si:

(i) f est continue sur [ ;
(ii) @ est a valeurs dans I ;
(iii) ¢ est C1 sur le segment [a; 3],

alors

»(B) B
/ f(z)de = / Fo(®)¢' (t) dt.
o(a) a



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 40
Mardi 9 avril 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

1

Exercice 1. — Donner les développements limités en 0 de 1/,

un ordre arbitraire.

In(1+x), e, cosz, sinz et (1 + )¢ a

Exercice 2. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.



Exercice 3. — Donner le théoreme de convergence des sommes de Riemann.

Exercice 4. — Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral.

dzx

1
Exercice 5. — Calculer / S Ta T
0o T2+2z+1



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 40
Mardi 9 avril 2013

durée : 20 min

1

Exercice 1. — Donner les développements limités en 0 de S

un ordre arbitraire.

In(1+x), e, cosz, sinz et (1 + )¢ a

Corrigé. —

Exercice 2. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — R et a € I.

(i) Si f est continue sur I, 'application z — f; f(t) dt est 'unique primitive de f sur I qui s’annule
en a.

(#i) Si f est continue sur I et si F' est une primitive de f sur I, alors, pour tout z € I, /f f)dt =
F(z) — F(a). !
Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. — Si f est continue sur [a;b] avec a < b, alors

n—1
b

b
—2 3 fla+ ki) :;/ F(b)dt.

n
k=0

Exercice 4. — Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — C une fonction, a € I et n € N. Si f est C" 1!
sur I, alors

n

veel, f(z)= zn: %(gg —a)* + / Mf("“)(t) dt.
k=0 ’ a ’

1
d

Exercice 5. — Calculer / 2717

0o T-+2zx+1

Corrigé. — On a 2% +2x + 1 = ( + 1)? et donc

/1 da _/1 de [ 11" 1 |1
0o w2+22+1  Jy (z+1)2 | x+1), 2 |2




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°41
Mercredi 10 avril 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

1

Exercice. — Donner les développements limités en 0 de 1/,

I'ordre 7 en explicitant tous les coeflicients.

In(1+ z), e, cosz, sinz et (1 +x)* a



PTSI de Nevers

2012-2013
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°41
Mercredi 10 avril 2013
durée : 5 min
Exercice. — Donner les développements limités en 0 de ﬁ, In(1 4+ z), e, cosz, sinz et (1 + x)* a
Iordre 7 en explicitant tous les coefficients.
Corrigé. —
1
= l-ao+a? 242" — 25 +2% — 2" +o(z")

142 z—0

In(1+ x) ot 122 + %zd — 1t + 12° — L%+ %937 + o(z")

¢ 1+x+—2+x—3+$—4+$—5+$—6+—7+( ")

20 2 6 120 720 © 5040
x?2 ot scﬁ
cosz = 1—?4—%—%4—0( !
sinz = x7$—3+$—57 ot +o(z")
20 6 120 5040
1 ~ (-2 —1)(a—2)(a—
Lbopr - 14aes®@=D s ala=Da=2 ; al-Da=20@=3
n ala—1)(a—2)(a—3)(a— 4)x5 . afa—1)(a—2)(a—3)(a—4)(a— 5)3;6
120 720
, ole= D=2 =Ia-d=50=0 -

5040



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 42
Mardi 30 avril 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/chxdx

/wadx

x
—d
/a:2+1 .

sinp —singq

tan x (en fonction de t = tan )

d(M, D) (dans I’espace)

D d"

k=0

(A+B)" (pour les matrices)




Formule demandée

Réponse

sin (DL en 0 & Pordre 2n + 2)
e’ (DL en 0 a l'ordre n)
(1+4z)" (DL en 0 a lordre n)
1 \
(DL en 0 a l'ordre n)
1+z
dr .
@ @)
dn
P (sinx)

Cramer (dim 3)

Chgt base matrice

Chgt base vecteur




PTSI de Nevers 2012-2013
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°42
Mardi 30 avril 2013
durée : 10 min
Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée

Réponse

/Chxdx

sh x + constante Intervalle : R

/m“dx

xa—i—l

ar1 + constante si a # —1 Tntervalle : 0 +oo|

In || + constante  si o = —1

x
—d
/1:2—1-1 .

11In(z? + 1) + constante  Intervalle : R

sinp — singq

V(p,q) € R?, sinp —sing = 2sin(25%) cos(”Qﬂ)

tanx

Vo € R\ ((r +27Z) U (% + 7Z)), tanz = 2%

tz
AMni
d(M, D) d(M,D) = I H’lﬂ/\\uu ou D dirigée par @ et A € D
n 1_qn+1 .
T sig#1
> VgeC, Yp_gdt=4 T ’
k=0 n+1l sig=1.
(A+B)" V(A,B) € M,(C)?, AB=BA = (A+B)"=5%7_, (Z)AkB"_k’
Formule demandée Réponse
sin Sinxmiowf%+€—?+'~o+(71)”%+0(12”+2)
e’ ewxjol+x+§+§—?+~-~+%+o(x”)
(1+a)° (1+az)* ziol+ax+--~+wgn"+o(x”) (a € R)
1 1 2 n.n n
T2 mxiol_m+x + o+ (=)™ + o(z™)
d" n B gk sin <k,
w (.Tk) Vn € N, dduLi" (JCk) = {(()k—n)! sin ; 2 (valable lorsque z € R)
dn n 71 ki S. - Qk,
@ (sin Z‘) Vn € N, % (Sil’l .Z‘) = {E—lsk ZIOHSZ S; Z ok 41 (valable lorsque = € R)
a b ¢ ar +by+cz= A i‘/é’,ccl
Cramer (dim 3) Si |a ¥ | #0, alors ad'z+by+cz=N = 1z = ’\a” bb// C;/ , Yy =
a’ v 'z + Yy =N al', é),’/ c,/,
a C
a A c a b A
a//l >\/// c/// aI// b/// AI//
aa )\b Cc et z = aLL bb /\c
al b/ C/ al b/ !’
a// b// C// a// b// C//

Chgt base matrice

Mat, (u) = PS Mat, (u)P¢

()

W(a,bye,d) € CY, ad—be£0 — (a8)7 = (4 )

—C a

Chgt base vecteur

Mat./ (z) = PS Mat,(x)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°43
Jeudi 2 mai 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Développement limité a ’ordre 2 en 0 de ——.

sinx
chz*

Exercice 2. — Développement limité & 'ordre 5 en 0 de



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 43
Jeudi 2 mai 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Développement limité a 'ordre 2 en 0 de 1_%”
Corrigé. — LI 1 —u+u® 4 o(u?)

’ 1+ u u—0
Exercice 2. — Développement limité & 'ordre 5 en 0 de SB&.

chax

Corrigé. — La présence du x en facteur dans sinz = x — % + % + o(z%) fait qu’il suffit de développer
chx a l’ordre 4. On a

3 5
: _z x 5
sinx r— % 4 55 +o(x°)

chz a=0 14 &8 4 28 4 o(z1)
3 b 5 1
o <x6+120+0(x >>1+u’

ol u = “”2—2 + 5 + o(z*). Puisque u — 0 lorsque z — 0, on peut utiliser le développement 1—%1 =

2 2 2) — (4 .
1 —u+u”+o(u®) et on a o(u?) = o(z*) vu que u ~ % :

sinx 3 b 5 9 9
cha x:o< 6+1zo+o(“><1‘“+“ o))
3 5 5 22 gt . o R— . 2 .
o (x— 5 +m+o(x )>( —(2+24+ (z )>+(2+24+0(x )) + o(x ))
3 2b 5 z? 2t ot
= S 1— = - 4+ 4
Ho(x 6 120 tol )>( ; Tty tow ))
3 b 5 z? 5zt
= _ R 1_7 - 4
230 (;: 6 120 tol )>( 3 T Tol )>
3 2 2 2% Baf 5
= r——+ -~ —+ -+ +o(z’)

z—0 6 120 2 12 24

_ 25,3 5 5
ol 3% +1—Om + o(z?)

4tai ; 5.1 , 1 , 5 _ 1410425 _ 36 _ 6 _ 3
(Détail du calcul du coefficient de z° : oo T3t = 0 = 120 = 25 = 10.)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 44
Vendredi 3 mai 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner, en le démontrant rapidement, le développement limité a 'ordre 5 en 0 de
arctan u.

Exercice 2. — Développement limité & l'ordre 5 en 0 de arctan(sin ).



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 44
Vendredi 3 mai 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner, en le démontrant rapidement, le développement limité a 'ordre 5 en 0 de
arctan u.
ﬁ =1 u? + u* + o(u*) d’ou, par primitivation (on peut primitiver le développement

. . 7’ . . 3 5
limité car la fonction u — ﬁ est continue sur R), arctanu =  arctan0+ u — % + % + o(u’) =

Corrigé. —

3 5
u— % + % + o(u) | car arctanu = 0.

Exercice 2. — Développement limité & l'ordre 5 en 0 de arctan(sin z).
Corrigé. — On a
3 5
arctan(sinz) = arctan|xz — — + i o(z%) ) = arctanu
250 6 120 ’

-

ol u =z — % + % + o(z%). Puisque u — 0 lorsque * — 0, on peut utiliser le développement

arctanu = u — “; + “?5 +o(u®) et on a o(u®) = o(z®) vu que u ~ x :

x3 x? 23 x® S 3 x? >
arctan(sinz) = <x sy + o+ 0(905)) - = <x -+ =+ o(x5)> + £ (m -+ =+ o(xS)) + o(z®)

z—0

3 b 5 a3 x? \° b s
o —6+12()+0(x)—3(1—6+0(x )) +€(1+0(1))+0(1’)
3 b 5 @3 x? 9 x5 5
;c:>0 —6+12()+0(x)—3(1—2+0(x))+5+0(x)
L S
z—0 6 120 3 6 5

- 13,35 5
ol 5% +8:B + o(z”)

Atai i 5. 1 1, 1 __ 1420424 _ 45 _ 9 __
(Détail du calcul du coefficient de z° : 2ot 5= " = 190 = 91 =

olw
N



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 45
Mardi 7 mai 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/tanx dx

cosp — cosq

d(M, D) (dans le plan)
" —y"

arctan x (DL en 0 & Pordre 2n + 2)
(1+2)” (DL en 0 & Pordre n)

dr 1
dz™ \ax +b

Cramer (dim 2)

Chgt base matrice




Equation

Demi-distance

Tangente en

Nature réduite Signe de A focale Foyer(s) Directrice(s) Excentricité Parametre (0, o) Autres
a, bet cen
terme de p et e
Ellipse
Asymptotes
Hyperbole
Eq. polaire

Parabole




PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 45
Mardi 7 mai 2013

durée : 15 min

2012-2013

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée

Réponse

/tanx dx

—In|cos x| + constante  Intervalle : | =% + kn; 5 +kn[ (k€ Z)

CcoSp — cos q

V(p,q) € R?, cosp—cosq= —2sin(%)sin(%)

d(M, D)

d(M, D) — awrp+byym+c

ouD:ar+by+c=0et M(zrr,ynm)

VaZ 457
-1 1
a —y" V(z,y) € C?, o™ —y" = (z—y) Xy oty 1 F
5 2n—+1
arctan x arctan x ot S+HE+ (D) S+ o(x?n+1)
(14 )~ (14 )~ zol+ax+--~+Wx"+o(x”) (e €R)
T— :
dn 1 n , n
Qo b Vn € N, (;j? (#er) = (—1)"(11;5:% (valable lorsque z € R\ {—2} avec a € R* et b € R)
" \ ax
. .la b ar +by =\ Ab a A
Cramer (dim 2) Si d’ # 0, alors Y = r= ‘Z‘;‘ ety = ‘Z‘g
c cx+dy=p ‘cd |cd)
Chgt base matrice Mat, (u) = PS Mat,(u)P¢
Nature Ercgéi?tzn Signe A c Foyer(s) Directrice(s) e Tangente Autres
p
z2 y2 _ D: :,ﬁ CL_lfe2
: | F(~c,0) cw : _ '
Ellipse fa>b>0) <0 a® = b F'(c,0) Digea a Bo+ Py=1 | b= 7=
c c = —Pe
1—e2
zz yz _ D: = ﬁ x y o
zo_ Y F(c,0) w . z_ Y=g
H bol 2 b2 /2 2 g c c TO o Y0, —
YPEIDOIE | > 0) >0 et +b F'(—¢,0) D=9 @ az® T ey %+%:0
C
2 = 2px
Parabole y(p - 0]; =0 F(£,0) D:ix=-% 1 Yoy = p(x+wo0) | ™= 13t




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N° 46
Mardi 21 mai 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Factoriser dans R[X] le polynomes X7 — 1.

Exercice 2. — Résoudre 26 — 223 +2 = 0 sur C.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 46
Mardi 21 mai 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Factoriser dans R[X] le polynémes X7 — 1.

Corrigé. — Ona X" —1=T[}__4 (X —e2*/T) = (X — 1)(X — 2™/T)(X — e 27/T)(X — bim/T)(X —
e HT/T) (X — S/ T (X —e51™/T) = (X —1) (X2 —2cos(ZE) X +1) (X2 —2 cos(4E) X +1)(X? -2 cos(8F) X +
1). Les quatre polyndmes précédents sont irréductibles sur R car soit de degré 1 soit de degré 2 sans
racines réelles.

Exercice 2. — Résoudre 2% — 223 +2 = 0 sur C.

Corrigé. — Posons X = 2. L’équation devient X? — 2X + 2 = 0. Le discriminant est 4 — 8 = —4 < 0
donc les racines sont # =1+ et son conjugué 1 —i. On doit donc résoudre 2% = 1+ i = /2¢'7 et
28 =1—1i=+/2e""%. Ainsi, si j = e*"/3,

z =263 ou z=2Y6je'z ou z=2Y6j2¢i1s
26 -2342=0 < {ou

™

z =20~ ou z=2Y0je"iTn ou z=2Y6j2e i



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°47
Mardi 4 juin 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une boule ouverte. Illustrer graphiquement.

Exercice 2. — Donner la définition d’un ouvert. Illustrer graphiquement.

Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée. Illustrer graphiquement.



: sesqujodAy

: sosquyodAy : sosquyodAT : sosQuyodAy 2
1 sosayjodAy 1 sesgyjodAy : sesgyjodAy
Sp
: sesqyjodAy : sosqyyodAy
op
: soseyjodAy : soseyodAy : sosoyjodAy : soseyjodAy : soseyyodAy : sesquiodAy : sesqujodAy

uorIuyR(]

Inonguo|




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°48
Mardi 11 juin 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soit f: R? — R de classe C1. On pose h(t) = f(1 — 2t,7 + 5t). Justifier que h est C!
sur un domaine & spécifier et calculer h'(t) en citant briévement la formule utilisée.

Exercice 2. — Soit ¢: R — R de classe C'. On pose g(z,y) = ¢( . Justifier que g est C! sur

arctan x
aes)

un domaine & spécifier et calculer % et g—z en citant briévement la formule utilisée.



Exercice 3. — Soit f: R?> — R de classe C'. On pose g(z,y) = f(e* cosy,In(z — y)). Justifier que g
est O'! sur un domaine a spécifier et calculer g—g et g—g en citant brievement la formule utilisée.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 48
Mardi 11 juin 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Soit f: R? — R de classe C'. On pose h(t) = f(1 — 2t,7 + 5t). Justifier que h est C*
sur un domaine & spécifier et calculer h'(t) en citant briévement la formule utilisée.

Corrigé. — Posons x(t) = 1 — 2t et y(t) = 7+ 5t. Les fonctions z et y sont C! sur R (polynémes) et donc,
par composition, h est C* sur R et on a

W) =205 w(e)0(0) + o () 2L

L,
(o (t),y(0) = —255

y oz

(1 —2t,7+ 5t) +5g—£(1 — 2t,7 + 5t).

Exercice 2. — Soit p: R — R de classe C''. On pose g(z,y) = o( . Justifier que g est C! sur

un domaine a spécifier et calculer % et g—z en citant brievement la formule utilisée.

arctan x )
Y

Corrigé. — Posons f(x,y) = a“’ﬁ% La fonction f est C! sur RxR* (comme quotient dont le dénominateur

ne s’annule pas de (x,y) — arctan x par (x,y) — y qui sont C! sur cet ensemble). La fonction g est
donc C! sur R x R* et on a

dg, . of 1

—J / _ / (arctan x
ag 8f / arctan /(arctan x
gy(w,y)=afy(x,y)<p (f(z,y) = — " @ (HEEE)
Exercice 3. — Soit f: R? — R de classe C*. On pose g(z,y) = f(e cosy, In(x — y)). Justifier que g
est C'! sur un domaine & spécifier et calculer g—z et g—g en citant brievement la formule utilisée.

Corrigé. — Posons u(z,y) = e®cosy et v(z,y) = In(z — y). La fonction (z,y) — = — y est C! et
strictement positive sur U = {(x,y) € R? | 2 > y} donc par composition avec In est C* sur U. La fonction
u est C! sur U comme produit des deux fonctions C* (z,y) — € et (z,y) — cosy. Par composition, g
est ! sur U et on a

0 0 0 0 0
o0 () = 5 5o) 52 (ular ), ol 9) + o (2o) S (e, 9), 0(,9)
= ¢” cos yg—z(e“” cosy,In(z —y)) + - i ; %(ez cosy,In(x —y))
S (w0) = e @) G (ule ), vl ) + 5 o) o (). ()
1

%(ez cosy,In(z —y))

= —e"sin ya—u(er cosy,In(z —y)) — pra——"



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°49
Jeudi 13 juin 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Soit f: R? — R de classe C*. On pose h(t) = f(t?,arcsint). Justifier que h est C! sur
un domaine & spécifier et calculer A/ (t).

Exercice 2. — Soit ¢: R — R de classe C'. On pose g(z,y) = p(z¥). Justifier que g est C! sur un

domaine a spécifier et calculer % et g—i.



Exercice 3. — Soit f: R? — R de classe C'. On pose g(z,y) = f(v/Z — v, %) Justifier que g est C!

sur un domaine a spécifier et calculer 99 of 99
ox oy



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 49
Jeudi 13 juin 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Soit f: R? — R de classe C*. On pose h(t) = f(t?,arcsint). Justifier que h est C! sur
un domaine & spécifier et calculer A/ (¢).

Corrigé. — Posons z(t) = t? et y(t) = arcsint. Les fonctions x et y sont C! sur ]—1;1[ (x est un polynoéme
et y la fonction arcsinus) et donc, par composition, h est C* sur ]—1;1[ et on a

W) = (1) oL (alt), y(1) + ' >§£ (a(0) (1)) = 219 (1 axesin') + Vll_itz?yc(tz,arcsmt).

Exercice 2. — Soit ¢: R — R de classe C'. On pose g(z,y) = p(z¥). Justifier que g est C! sur un
9g

domaine a spécifier et calculer 52 et 89

Corrigé. — Posons f(z,y) = 2¥ = eV La fonction f est O sur R* xR (comme produit de (z,y) — Inx
et (z,y) — y qui le sont puis on compose par I’exponentielle). La fonction g est donc C! sur R% xR et
on a

2 (2.) = 2 (0, ) (1) = ot (a)
P (w0) = G20 (0,0) = sty (o)

Exercice 3. — Soit f: R? — R de classe C'. On pose g(z,y) = f(v/Z — v, %) Justifier que g est C*
sur un domaine & spécifier et calculer 8g et 8g

Corrigé. — Posons u(z,y) = /x —y et v(z,y) = % La fonction (x,y) —  — y est C! et strictement
positive sur U = {(z,y) € R? | > y et y # 0} donc par composition avec t — v/t qui est C* sur R, la
fonction u est C' sur U. La fonction v est C! sur U comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas sur U. Par composition, g est C' sur U et on a

52 (09) = 51 (0 0) 52 (ula,),v(e ) + 50 (5,0) 9 (0 ), (5 9)
A R VTR L (R 2)
S (w.0) = ) G (ule ). vl ) + 5 o) o (). ()
A=A VT - S Y



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°50
Lundi 17 juin 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’'un automorphisme orthogonal.

Exercice 2. — Donner la définition d’une rotation.

Exercice 3. — Donner les formules pour I'angle d’une rotation (dans le plan puis dans I’espace).



Exercice 4. — Nature géométrique et éléments caractéristiques de ’endomorphisme f de R? de matrice
-1 2 2
dans la base canonique = [ =2 1 =2
3\2 2 1



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 50
Lundi 17 juin 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’un automorphisme orthogonal.

Corrigé. — Soit f un endomorphisme de E = R? ou de R3. ON dit que f est un automorphisme orthogonal
s’il conserve le produit scalaire :

V(u,v) € ExE, (f(u)|f(v)) = (ulv)
Exercice 2. — Donner la définition d’une rotation.
Corrigé. — Une rotation est un automorphisme orthogonal de déterminant 1.
Exercice 3. — Donner les formules pour I’angle d’une rotation (dans le plan puis dans l’espace).
Corrigé. — ANGLE D’UNE ROTATION DU PLAN. — Si 7 est une rotation plane d’angle 6, alors

laf| — {0089: (alr(a))
sin @ = Det(a, r(a))

ANGLE D’UNE ROTATION DE L’ESPACE. — Si r est une rotation de 1'espace d’axe dirigé par a et d’angle
0, alors
trr) —1
cosg = =1
2
sin @ du signe de Det(z,r(z),a) (a et x non colin.)

ou trr est la somme des termes diagonaux de n’importe quelle matrice de r.

Exercice 4. — Nature géométrique et éléments caractéristiques de ’endomorphisme f de R? de matrice
-1 2 2
dans la base canonique 3 -2 1 =2
-2 =2 1
Corrigé. — Puisque A est la matrice de f dans une base orthonormée directe, il suffit d’étudier A. On a
1—1—2—2 -1 2 2 1900 1 00
AA=-[2 1 =2|(-2 1 -2]=-(09 o]l=|0 10
N2 2 1)\2 2 1) 2% 009 00 1

Ainsi, AA = I3 donc A est orthogonale. De plus, si on note B la matrice sans le %, onaA= %B donc,
puisque le déterminant est trilinéaire,
-1 2 2 -1 2 2
1 1 1 —((— -3) —(— — 2
detA=detB= |2 1 —2/=-(0 -3 6= ((23)x(=3) = (=6) x (=6) _ 27

:—:1
270 5 5 1| 27|o _g _3 27 27

La matrice A est une matrice orthogonale de déterminant 1 donc c¢’est une matrice de | rotation | Détermi-
nons ses éléments caractéristiques. Commencons par ’axe :

—%x—i—%y—l—%z:m —x+4+2y+2z =3z —dr+2y+22=0
AX =X = —%x—i—%y—%z:y = 2x4+y—22=3y & { 2x—-2y—22=0
7%1’7%y+%212 —2x —2y+z2=3z2 —2x—2y—2z=0
{x—O
—
z=—y

donc laxe est dirigé par | a(0,1, —1) | Déterminons désormais ’angle 6. On a

trA—1 +-1 2 1
9: = 3 = —— = — —
o8 2 2 6 3

donc 0 = :tarccos(f%). Pour déterminer le signe, on utilise le fait que le signe de sin est celui de

Det(z, f(z),a) ou x est un vecteur non colinéaire & a, par exemple = (1,0,0). On a

1
Det(z, f(x),a) =0 —
0

donc | § = arccos(—1) |




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2012-2013

INTERROGATION N°51
Lundi 24 juin 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner le théoréme de Green-Riemann.

Exercice 2. — Calculer, a l'aide du théoréme de Green-Riemann, ’aire du quadrilatere orienté de
sommets (0,0), (3,0), (2,1) et (0,1). Vérifier en comparant & la formule bien connue pour 'aire de ce
domaine.



PTSI de Nevers 2012-2013

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 51
Lundi 24 juin 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner le théoreme de Green-Riemann.
Corrigé. — Soit D un domaine (borné) délimité par un arc paramétré I' paramétré par M : [a;b] — R?
de classe C'!' par morceaux, U un ouvert de R? contenant D et P,Q: U — R. Si :
1°) T est sans points doubles;
2°) T est orienté dans le sens trigonométrique ;
3°) P et Q sont C! sur U,
alors

/F(P(w,y) dz + Q(z,y) dy) = //D (gf(x’y) - E;];(%y)) dz dy.

Exercice 2. — Calculer, a l'aide du théoréme de Green-Riemann, ’aire du quadrilatere orienté de
sommets (0,0), (3,0), (2,1) et (0,1). Vérifier en comparant & la formule bien connue pour 'aire de ce
domaine.

Corrigé. — Notons I le trapeze orienté.
Y
I's
1"4\7 FQ
> x
Iy

L’arc T est rectiligne par morceaux donc est C'' par morceaux. Puisque de plus il est sans points doubles

et orienté dans le sens trigonométrique, on a, d’apres le théoréme de Green-Riemann cité ci-dessus (en

prenant P(z,y) =0 et Q(x,y) = = de sorte que %(x, y) — %(m, y)=1)

Aire dutrapéze:/xdy:/ :Edy+/ xdy+/ xdy+/ xdy
T Fl Fz F3 I—‘4

Paramétrons I'; par My: :[0;3] — R?, t — (2(t),y(t)) = (£,0) qui est bien C* et on a

/Fl rdy = /03 2By (#) dt = 0,

Paramétrons 'y par My: :[0;1] — R? ¢t — (x(t),y(t)) = (3 — t,t) qui est bien C! et on a

/ancdyZ/Olars(zf)y/(t)dt:/o1 (3_”‘“:;

Paramétrons I's par Mz: :[0;2] — R% t +— (2(t),y(t)) = (2 —t,1) qui est bien C! et on a

/F3 xdy = /02 z(t)y' () dt = 0.

Paramétrons I'y par My: :[0;1] — R?, t — (2(¢),y(t)) = (0,1 —t) qui est bien C* et on a

1
/ zdy = / z(t)y'(t)dt = 0.
Ty 0
Ainsi,
: . )
Aire du trapeze = 3

(petite base+grande base) Xxhauteur _ 342

5 7 = %, on trouve bien la méme chose.

Si on compare a la formule
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