Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°1
Jeudi 5 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des gendarmes.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

n n
Exercice 3. — Enoncer les formules donnant Z ket Z q".
k=0 k=0



n
Exercice 4. — Montrer, en utilisant un changement d’indice bien choisi, que si n € N, Z k=
k=0

n(n+1)
—



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 1
Jeudi 5 septembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des gendarmes.

Corrigé. —
Théoréme des gendarmes. — Soient (a,)nen, (bn)nen et (by)nen trois suites réelles et £ € R.
Si

(i) Vn e N, a, <u, <b,

(it) ap —> Let b, — ¢
alors u, — /4.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

Corrigé. —

Définition de la dérivabilité en un point. — Soient I un intervalle non trivial de R,
f: I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si limx;m f(wi 1) oxiste. Si
xr

tel est le cas, cette limite s’appelle dérivée de f en a et se note f'(a).

n n
Exercice 3. — Enoncer les formules donnant Z ket Z q".
k=0 k=0

Corrigé. — On a

1 n 1—gntl . 1
¥n €N, Zk_L et |VneN, VgeC, qu_{ o saAlh
P n+1 sig=1

n
Exercice 4. — Montrer, en utilisant un changement d’indice bien choisi, que si n € N, Z k=
k=0

n(n+1)
—
Corrigé. — Soit n € N. Faisons le changement d’indice [ = n — k dans la somme :

n n n n n n

Zkfi D=3 =3 -3 k=03 1-3 k=nm 1) Yk

=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n(n+1) .

et donc QZk:n(n—&—l), d’ott k= 5

k=0 k=0




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 2
Lundi 9 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréeme d’intégration par parties.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

n n
Exercice 3. — Enoncer les formules donnant Z ket Z q".
k=0 k=0



Exercice 4. — Enoncer le théoréme des gendarmes.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 2
Lundi 9 septembre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme d’intégration par parties.
Corrigé. —
Théoréme d’intégration par parties. — Soient a et b deux réels vérifiant a < b et u,v: [a;

b] — R deux fonctions. Si u et v sont C* sur le segment [a; b], alors

b b
/ W) () dt = [u(t)o(t)]} — / W (1)o(t) dt.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.
Corrigé. —
Définition de la dérivabilité en un point. — Soient I un intervalle non trivial de R,
f: I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si hmﬁ;ﬁ W existe. Si
tel est le cas, cette limite s’appelle dérivée de f en a et se note f/(a).
n n
Exercice 3. — Enoncer les formules donnant Z k et Z q.
k=0 k=0
Corrigé. — On a
n n 1—gnt? .
n(n+1 =1 — i 1,
Vn € N, Zk:% et |VneN, VqeC, qu:{ I—q .q#
k=0 =0 n+1 sig=1.
Exercice 4. — Enoncer le théoréme des gendarmes.
Corrigé. —
Théoréme des gendarmes. — Soient (@, )nen, (bn)nen €t (b )nen trois suites réelles et £ € R.
Si
(Z) Vn € N, ap < up < by,
(it) an —> Let b, — 4
alors u,, — ¢.
Variante équivalente :
Théoréme des gendarmes. — Une suite réelle encadrée par deux autres qui convergent vers
une méme limite converge vers cette limite.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 3
Mardi 10 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse

/J:"d:lc (ot @ € R)

/ quZZ) dr

/:1:5/7dm

/ dx
1—x

2
x

—d

/1+3:3 v




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 3
Mardi 10 septembre 2013

durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse
xa+1
/xo‘ dz (ot a €R) P + constante si o # —1 Intervalle de validité : R7,
In|z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R} ou R*
m dx 2y/u(x) + constante  Intervalle de validité : tout intervalle ot v > 0
. u(x
/x5/7 dx 1—72:312/7 + constante  Intervalle de validité : R%
/ dz 2y/T—z + constante  Intervalle de validité : |—o0; 1]
— — — x + constante  Intervalle de validité : |—o0;
v1i—2x
x? 1 3
/ T dz 3 In |1 + 2°| + constante  Intervalle de validité : |—1;4o00[ ou |—o0; —1]
x




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°4
Jeudi 12 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Quantification Formule demandée Réponse

cosp — cosq

cosasinb

COS™ a

sin(x 4+ nm)




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°4
Jeudi 12 septembre 2013
durée : 10 min
Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Quantification Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? COSP — COS ¢ —2sin(24?) sin(254)
i b) —sin(a — b
Y(a,b) € R? cosasinb sin(a +) 5 sin(e — b)
Vr e R cos(x — %) sin x
1 2
Va € R cos?a —l—c%(a)
VneN, VreR sin(x 4 nm) (—=1)"sinz




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°5
Lundi 16 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.

Quantification Formule demandée Réponse

sinp 4+ singq

sin a cos b

sin(z + %)

sin“ a

sin(2a)




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°5
Lundi 16 septembre 2013
durée : 5 min
Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Quantification Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? sinp + sing 2sin(219) cos(252)
i b in(a—0b
Y(a,b) € R? sinacosb sin(a +) ;_ sin(e — b)
Vr € R sin(z + 3) cos T
1-— 2
Va € R sin?a #s(a)
Va € R sin(2a) 2sinacosa




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°6
Mardi 17 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire en précisant le cas d’égalité.

Exercice 2. — Enoncer puis démontrer 'inégalité triangulaire inverse.



Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.

Exercice 4. — Décrire le lien entre la courbe C d’équation y = f(x) et la courbe C’ d’équation y = f(z+a).

Exercice 5. — Donner la définition d’une fonction périodique.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 6
Mardi 17 septembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire en précisant le cas d’égalité.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire. — Si (z,y) € R?, on a |z + y| < |z| + |y| avec égalité si et seulement

si x et y sont de méme signe.

Exercice 2. — Enoncer puis démontrer I'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R? on a |z + y| > |\x| - |y\|

Soit (z,y) € R%. On a

lz| = |z +y—y| < |z +y[+ |y donc |z]—|y| <|z+y
lyl =z +y—z| <|z+y|l+|z] donc |y|—|z] <|z+y]

Puisque ||z — |y|| est I'un des nombres |z| — |y| et [y| — |z|, on en déduit que |z + y| > ||z — |y||.

Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.
Corrigé. —
Définition d’une partie bornée. — On dit que A C R est bornée s’il existe K > 0 tel que

Ve € A, |x] < K.

Exercice 4. — Décrire le lien entre la courbe C d’équation y = f(x) et la courbe C' d’équation y = f(z+a).
Corrigé. — La courbe C’ est 'image de C par la translation de vecteur —ai.
Exercice 5. — Donner la définition d’une fonction périodique.
Corrigé. —
Définition d’une fonction périodique. — On dit qu’une fonction f: D C R — R est

périodique de période T > 0 si
1°) D est stable par x — . + T et x — x — T';

2°) Ve e D, fl(x+T) = f(x).




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION Ne°7
Jeudi 19 septembre 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de

validité.

Formule demandée

Réponse

/J:"d:lc (ot @ € R)

1
L

T

| ar vt




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne 7
Jeudi 19 septembre 2013

durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de
validité.
Formule demandée Réponse
xa+1
/xo‘ dz (ot a €R) o + constante si o # —1 Intervalle de validité : R7,
In|z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R} ou R*
3 1
/m dx B ZERE + constante  Intervalle de validité : ]—00; 2[ ou ]2 ; +00]
/ T q L 1n(1 = 22) + constante  Tntervalle de validité : ]—1; 1]
—dx —=In(1—= constante  Intervalle de validité : |—1;
V1 — 2
Inz 1., e s
—dx 5 In” z + constante  Intervalle de validité : R
x
/ ! d 2 + tante Int lle de validité : R*
————dz — constante  Intervalle de validité :
(14 z)2/x 1+ z +




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°8
Vendredi 20 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 7 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire inverse.
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction strictement croissante.
Exercice 3. — Décrire le lien entre la courbe C d’équation y = f(x) et la courbe C’ d’équation y = f(a—x).

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 8
Vendredi 20 septembre 2013

durée : 7 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R? on a |z +y| > ||z — |y||.
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction strictement croissante.
Corrigé. —
Définition d’une fonction strictement croissante. — On dit qu'une fonction f: D C

R — R est strictement croissante sur D si V(z,y) € D?, x <y = f(z) < f(y).

Exercice 3. — Décrire le lien entre la courbe C d’équation y = f(x) et la courbe C' d’équation y = f(a—=x).
Corrigé. — | La courbe C’ est I'image de C par la réflexion d’axe d’équation z = §.
Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.
Corrigé. —
Définition d’une fonction impaire. — On dit qu’une fonction f: D C R — R est impaire
sur D si

1°) D est symétrique par rapport & 0;
2°) Vo € D, f(—z) = —f().




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°9
Lundi 23 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/ (4z — 5)°/% dx

/ sin? z dz

/ cos(3z) sinz dz

2
/ |z — 1] dz
0




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 9

Lundi 23 septembre 2013

durée : 10 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les fo

rmules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
x*+ T . .y
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*
4 — 5)7/2 .
/ (4z — 5)°/% dx % + constante  Intervalle de validité : |5 ; +00]
1 —cos(2 in(2
/ sin? z dz / w dx = g — Smi 2) + constante  Intervalle de validité : R
in(4x) — sin(2 s(4 2
/cos(?)x) sinz dx / sin(dz) 5 sin(22) dx = —CObé z) 4 cos(2z) + constante  Intervalle de validité : R
2 1 2 1 1
/|:c—1|dx /f(xfl)dz+/ (z—1Dda==-+4+=-=1
0 0 1 22




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°10
Mardi 24 septembre 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire en précisant le cas d’égalité.

Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies avec leurs conditions.

PTSI de Nevers
2013-2014



P’allure de tan.

Exercice 3. — Donner la formule pour tan z et les deux formules pour tan’ z avec les domaines de validité. Tracer

1 x
5 2

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction périodique.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 10
Mardi 24 septembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner 'énoncé de I'inégalité triangulaire en précisant le cas d’égalité.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire. — Si (z,7) € R?, on a |z + y| < |2| + |y| avec égalité si et seulement si x et y sont

de méme signe.

Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies avec leurs conditions.
Corrigé. —
— Cas 1. — Si f(x) =, Too avec xg € R, alors la droite d’équation x = x¢ est asymptote (verticale).

— Cas 2. — Si f(x) =3 Yo € R, alors la droite d’équation y = yo est asymptote (horizontale).
~ Cas 3. — Si f(z) , —> +00, alors on distingue plusieurs cas.

— Sous-cas 1. — Sl @ .= 0, alors il y a une branche parabolique de direction Oz.
— Sous-cas 2. — Si @ =1 Fo0o, alors il y a une branche parabolique de direction Oy.
— Sous-cas 3. — Si @ .= @ € R*, alors on distingue plusieurs cas.
~ Sous-sous-cas 1. — Si f(z) —ar ——_ b € R, alors la droite d’équation y = az + b est une asymptote
(oblique).
— Sous-sous-cas 2. — Si f(z) —azr - —»_ +00, alors la courbe admet une branche parabolique de direction la

droite d’équation y = ax.

Exercice 3. — Donner la formule pour tanz et les deux formules pour tan’ x avec les domaines de validité. Tracer
I’allure de tan.
Corrigé. —|Va € R\ (] + 7Z),tanz = 22L of tan'z = —L— =1+ tan’z
Y
i i i i | i
l i l 4+ i l l
| | -3 | : |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| : | i | | |
: ! : 1+ ; : :
l l l l l l
| | | | | |
| | | | | |
Ly T 3 T ™ T T ™ T 3 T 5
HH it SO gt Hpaet i
| | R | : |
l l l l l l
} ! } —2 L } } }
I | | 1 | I
| | | 1 | |
l : l -3+ ; l l
i i i e i l i
| | | | | |
1 1 | 1 1 1
Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction périodique.
Corrigé. —
Définition d’une fonction périodique. — On dit qu’une fonction f: D C R — R est périodique de

période T > 0 si
1°) D est stablepar x — z+T et 2 —> z —T;

2y Ve e D, f(x+T) = f(x).




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°11
Jeudi 26 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Pour la fonction tangente, donner (en justifiant) : la définition, le domaine de définition, de dérivabilité
et les deux formules pour la dérivée.

Exercice 2. — Donner, en la démontrant, la formule pour tan(a + b).

Exercice 3. — Donner les valeurs de tan 0, tan &, tan 7, tan §, tan 2?” et tan(—‘%”).



Exercice 4. — Donner la définition de = lorsque = > 0 et o € R.

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant sur la nature des éventuelles branches infinies de £ — x® en 0 et +00
lorsque a € R.

condition | branche infinie en 400 branche infinie en 0
a>1
a=1
O<axl
a=0
a<0
Exercice 6. — Tracer les allures possibles des fonctions x — z% sur R’} lorsque o € R.
Yy
31
9 1
14
} } } } } x
0 1 2 3 4 5




PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 11

Jeudi 26 septembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Pour la fonction tangente, donner (en justifiant) : la définition, le domaine de définition, de dérivabilité

et les deux formules pour la dérivée.

Corrigé. — Lorsque cela a un sens, on pose |tanz = ;Zi . Le domaine de définition de tan est |R\ (§ +7Z) | car

cost =0 < x €3+l

La fonction tan est C*° sur son domaine de définition comme quotient de deux fonctions C'*° sur ce domaine (sin et

cos) dont le dénominateur ne s’annule pas. On a

- [Trad]

. . 2 .9
cosx cos T — sinx(—sinx cos? T + sin? z 1
Ve e R\ (5§ +7Z), tan'z= > ( ) _ 5 = 5
cos? x cos? x cos? x
Exercice 2. — Donner, en la démontrant, la formule pour tan(a + b).
Corrigé. — Si a, b et a + b appartiennent au domaine de définition de tan, on a

sin(a4+0b) sinacosb+ cosasinb tanacosacosb+ cosatanbcosd

tana + tanb

tan(a 4+ b) = = » — = =
( ) cos(a+b) cosacosb—sinasinb  cosacosb— tanacosatanbcosb

Exercice 3. — Donner les valeurs de tan 0, tan g, tan 7, tan 3, tan %” et tan(—327).

6
Corrigé. —, tan%:%, tan =1}, tan%zx/g

1 —tanatanb

tan 2 = tan(%f — 1) = tan(—%) = —tan § = et tan(—3) =tan(—3F +7) =tan %

Exercice 4. — Donner la définition de z lorsque = > 0 et o € R.

Corrigé. — Sia € Ret x>0, on pose m

Sl

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant sur la nature des éventuelles branches infinies de £ — x® en 0 et +00

lorsque a € R.

condition | branche infinie en +o00 branche infinie en 0

a>1 branche parabolique de direction Oy aucune

a=1 asymptote d’équation y = x aucune

0 < a <1 | branche parabolique de direction Ox aucune

a=0 asymptote d’équation y =1 aucune

a<0 asymptote d’équation y = 0 asymptote d’équation x = 0




Exercice 6. — Tracer les allures possibles des fonctions x — % sur R lorsque o € R.

Corrigé. —
Yy
a>1 a=1
31
0<a<l
9 1
1 a=~0
a <0
0 1 2 3 4 5




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°12
Lundi 30 septembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/ cos? z dx

ew
| e

/sin(lnx) da
x




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

sinp — sinq

tan(a + b)
cos(x — 5)

tanu = tanv

(résolution de 1’équation)

tan(1T)




2013-2014

PTSI de Nevers
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°12
Lundi 30 septembre 2013
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
wa—kl
. B .
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*

—(7 — 8z)"/® + constante

Intervalle de validité : ]—oo;

5l

/ cos? x dz

1 3
/ + cos(2x) do = &
2 2

sin(2x)
4

+ constante  Intervalle de validité : R

6CE
—d
/(ew+1)2 ’

-+ constante
et +1

Intervalle de validité : R

X

—cos(ln x) + constante

Intervalle de validité : Rj_

Exercice 2. — Compléter le

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

v(p.q) €R? sinp — sing 2sin(25%) cos(Z52)
t tanb

Si a, b et a4+ b sont dans tan(a + b) %

R\(g—Fﬂ'Z) — tanatan

Ve eR cos(z — §) sin x

V(u,v) € R\ (§ + 7Z)

tanu = tanv

< u=v modrw

tan(4T)




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°13
Mardi ler octobre 2013
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire inverse.

Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies avec leurs conditions.

PTSI de Nevers
2013-2014



Exercice 3. — Donner les définitions de ch et sh puis donner la relation fondamentale qui les relie.

Exercice 4. — Tracer rapidement ’allure de ch et sh.

Exercice 5. — Donner les résultats de croissances comparées entre logarithmes et puissances puis entre puissances et
exponentielles.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 13
Mardi ler octobre 2013

durée : 15 min

2013-2014

Exercice 1. — Donner I’énoncé de 'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R?, on a |z +y| > |[z] — |y||.
Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies avec leurs conditions.
Corrigé. —
- Si f(x) =7, £oo avec zg € R, alors la droite d’¢quation z =z est asymptote (verticale).
— Si f(z) .= vo € R, alors la droite d’équation y = yo est asymptote (horizontale).
= Si f(x) —p Fooet @ .= 0, alors il y a une branche parabolique de direction Oz.
= Si f(z) —p_ Fooet @ .~ *0oo, alors il y a une branche parabolique de direction Oy.
= Si f(z) 5, £oo, @ S a € R et f(x) —ar — Fo0, alors la courbe admet une branche parabolique de

direction la droite d’équation y = ax.

— S’il existe a € R* et b € R tels que f(z) — (ax +b) .= 0, alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote

(oblique).

Exercice 3. — Donner les définitions de ch et sh puis donner la relation fondamentale qui les relie.

Corrigé. — |V € R, cha = % et sha = 61_2571 et ’V:ﬂ eR, ch’z—sh’z =1

Exercice 4. — Tracer rapidement l’allure de ch et sh.

Corrigé. —

Y

1 1 1 1 1 1 x
R0 SmmesEazriaEmm=E=cas 1 2 3
14
_9 1
gt
y=shzx
41
Exercice 5. — Donner les résultats de croissances comparées entre logarithmes et puissances puis entre puissances et
exponentielles.
Corrigé. — On a
In® z N 8
Ya >0, V3 >0, — 0 Ya >0, V>0, z%lnzl” — 0
% z—+o0 z—0T
eaz
Ya >0, Va>0, — — 4o Va >0, VYa>0, |z|%" — 0
Y xr—4o00 T——00




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 14
Lundi 7 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/ dx
(7 —16x)1/16

/tan2 rdz

coS T
- dx
sin x

/ CosT__
———dx
cos?(sin z)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

CoSp + cosq

tan(a + b)

sin(Z — )

(factoriser)




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 14
Lundi 7 octobre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Formule demandée Réponse
xa—i—l
i -1 1 11, lidité : R
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # ntervalle de validité : RY}
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R} ou R*
v fi(’F —162)'5/16 4 constante  Intervalle de validité : |—oo ; |
(7 — 16x)1/16 15 ' 116
/tan2 xdx tanx — x 4 constante  Intervalle de validité : |- + k7 ; 5 + kx|
cos T . N
/ —— dz In |sin 2| 4+ constante  Intervalle de validité : |k ; (k + 1)7[
sinx
cos T . e
/ ————dx tan(sinx) + constante  Intervalle de validité : R
cos?(sin x)
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? cosp + cosq 2 cos(E51) cos(251)
Sia, b et a+ b sont dans tan(a + b) tana + tanb
R\ (5 +7Z) 1—tanatanb
Yz e R sin(§ — ) cos T
n 1—g¢"
_ 1
Vg e C, VneN, qu 1—g¢q sta 71,
k=0 n+1 sig=1
vt e R 1—et —2i sin(%)ei%




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°15
Mardi 8 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Enoncer et démontrer 'inégalité triangulaire pour des nombres complexes en donnant le cas d’égalité.



Exercice 2. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e si ¢t € R.

Exercice 3. — Sin € N et 2 € R, calculer les sommes >_;'_ cos(kz) et >, _, sin(kz).



Exercice 4. — Résoudre 22 + (4 + i)z + 3 + 3i.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 15
Mardi 8 octobre 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Enoncer et démontrer I'inégalité triangulaire pour des nombres complexes en donnant le cas d’égalité.
Corrigé. — Voici ’énoncé :
Inégalité triangulaire. — Si (z,w) € C x C, alors |z + w| < |z| + |w]| avec égalité si et seulement si z et w

sont sur une méme demi-droite issue de 0.

DEMONSTRATION. — Soient z et w deux nombres complexes. On a
lz 4wl = (z +w)(z + w) = 2Z + 2T + zw + 70 = |2|* + 2Re(2W) + |w|?
2 - 2 2 2
< el 20z 4wl = (2] 4 20z w] + ] = (2] + wl)?

(car VZ € C,
Re(Z) < |Z])

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat vu que |z +w| > 0 et |z| + |w| > 0.
Cas d’égalité. — D’apres le raisonnement précédent, il y a égalité dans |z + w| < |z| + |w] si et seulement s'il y a
égalité dans Re(zw) < |zw| ¢’est-a-dire
|z 4+ w| = |z] + |Jw| <= Re(zW) = |20| <= 2WER; <= INER,, zw= A
— w=0ouw#0 et INeR,, 20w = Aw

— w=0ouw#0 et INeR,, zlw®=Iw
A

— w=0ouw#0 et INeR,, =W
<— w=0ouw#0et JpueRy, z=pw

<= 7z et w sont sur une méme demi-droite issue de 0

Exercice 2. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e* si t € R.

L . " Lt Lt Lt Lt - .t .t .. + it
Corrigé. —Sit€R,onal—e" =e'2e7'2 —¢'7e's =e'2(e7'2 —€'2) = | —2isin(5)e'? |
Exercice 3. — Si n € N et 2 € R, calculer les sommes >_;'_ cos(kz) et > _, sin(kz).

Corrigé. — Soient n € Net z € R. On a

n

Zcos kx) —1—225111 (kx) = i (cos(kz) + isin(kx)) Ze%kx - Z (ei®)*
k=0 k=0

k=0

Distinguons deux cas.
PREMIER CAS. €' = 1 c’est-a-dire = 0 mod 27. On a alors

n

Zcos (kx) +zZsm (kx) =n-+1,
k=0 €R
€R €R

donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

Zcos(k;x) =n+1| et Zsin(k:x) =0
k=0

SECOND CAS. e # 1 c’est-a-dire © Z 0 mod 27. On reconnait une somme géométrique de raison # 1 et on utilise
la formule de I'exercice précédent :

n n i n+l
1—eintz _2iei"5 T gin(ntly o, sin(24
Z cos(kx) +i Z sin(kx) = c — = - ( =2 ) =¢'2® ( )
— = l-—e —2ie'? sin(%) sin(%)
eR €R
sin(2H ) sin(2H )
= cos(Zx)— 2= +isin(Zr) ——2——
(32) sin(%) isin(3) sin(%)
€rR €R

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient

n n+1
Zcos(k;x):cos(% )M et Zsm (kx) = sin(§ )sm

= sin(5) sin(%)

(n+1 :C)




Exercice 4. — Résoudre 22 + (4 + i)z + 3 + 3i.

Corrigé. — On est en présence d’une équation du second degré a coefficients complexes. Son discriminant est A =
(4+1)2 —4(3+3i) =16 +8i — 1 — 12 — 12i = 3 — 4i qui est non nul, donc on utilise le résultat suivant pour la résoudre.

Théoréme. — Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Si le discriminant A = b — ac de
léquation az? + bz + ¢ = 0 est non nul, alors elle admet deux racines complexes distinctes z; = _gj‘; et

7 = =L=2 ol § € C vérifie 6 = A

Cherchons 6 € C tel que §2 = A. On pose § = x + iy avec = et y réels. On a

Z

2 =3-4i = 9
|z| |3 4z|

(r+iy)2 =3—4i
22+ P =32 +42=/0+16=25=5

22 —y?+ i 2zy = 3—1—2’—4
——— \/./ ~—~
€R ER €R

2 +y?=5

2zy = —4  (égalité des parties imaginaires)
22 +y?=5

=4

=1

NN no|co

x et y de signe contraire

r=2et y=-1
ou
r=—-2et y=1

{x —y? =3 (égalité des parties réelles)
5

z‘ ‘5*72+z‘

Choisissons par exemple § = 2 — i. Les deux solutions de I’équation sont donc

—(4+i)+(2—1) —2—-2i - —(4+i)—(2—-1) —6
= = = —1— = = — =| —
21 9 2 et 2 2 2




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°16
Lundi 14 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/(5 —8x)'/5 dz

d
/ x dx
tanx

coS T
- dx
sin x

/ dx
cos?(2z + 1)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

sin“ a

(en fonction de cos(2a))

tan(a + b)

i
o




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 16

Exercice 1. — Compléter le

Lundi 14 octobre 2013

durée : 10 min

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
1/5 5 6/5 .y 5
(5—8z)/°dx ~18 (5 —8z)"” + constante  Intervalle de validité : |—oo; 3]
dx . - .
: In |sin | + constante  Intervalles de validité : k5 ;(k+1)F[on k € Z
anx
COS T , e .
/ - In |sin z| + constante  Intervalles de validité : |km; (k+ 1)w[ou k € Z
sin x
/ ) dx In(e” + 2) 4 constante  Intervalle de validité : R
o

/ dx
cos?(2z + 1)

L (Ck+1D)m—2
) 1

1 —1)r—
3 tan(2z + 1) + constante  Intervalle de validité : ]2 i)” 2 [oukeZ

Exercice 2. — Compléter le

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

1-— 2
Va € R sin’ a w
Si a, b et a4+ b sont dans tan(a + b) tana + tan b
R\ (5 +7Z) 1 —tanatanb

’ 2
k=0
Uy {1,i,—1,—i}

Vn € N*, U, (1,55 5, 20y




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°17
Mardi 15 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Résoudre I'équation 26 = —1. On donnera les solutions sous forme algébrique.



Exercice 2. — Résoudre dans C I’équation e = 2 — 2i.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 17

6:

Exercice 1. — Résoudre ’équation z

Corrigé. — Commencons par écrire le second membre sous la forme a® pour a € C. On peut utiliser —1 = ei™ = (i)
ou, ce qui est plus rapide, —1 =45 (car i* = 1).

Mardi 15 octobre 2013

durée : 10 min

On a alors

—1. On donnera les solutions sous forme algébrique.

2013-2014

6

6 6 _ 6 6 e . .2 o 2ir/3 1, /3
2==1 <= 2"=i <= (£)°=1 <= 2ecUs={1,5,5°,-1,—4,—3°} oug:em/:—§+z%
<:>ou z:—@—i% ou z:@—i% ouou z:§+i% ou z:—@—ki%
Exercice 2. — Résoudre dans C I'équation e* = 2 — 2i.

Corrigé. — On a |2 — 2i| = VA+ 4= /8 =22 donc 2 — 2i = 2¢/2(¥%2 — i¥2) = 2/2¢~ T = "V~ T donc

e =2-2 < ¢ ="CVIT —

3 i
ke, z 2n2 4+2zk7r




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 18
Lundi 4 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

dx
/ G558 W

/tan2 rdz

d
/iwdx
14 22




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

cosasinb

tan(a — b)

. In?
lim
rz—+oco %




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 18
Lundi 4 novembre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Formule demandée Réponse
_dr dz 1(3x —5)2/3 4 constante  Intervalle de validité : ]2 ; +o0|
(3x — 5)1/3 2 R
/tan2 xdx tanx — x 4 constante  Intervalles de validité : | -3 + k7 ; 5 + k7w ol k € Z
dz ‘el
T3 .2 dx arctan x + constante  Intervalle de validité : R

arcsin x + constante  Intervalle de validité : |—1;1]

— —+/1— 22 + constante  Intervalle de validité : |—1;1]
V1-—2?

Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
si b) —sin(a — b
V(a,b) € R? cosasinb sinfa +b) 5 sinfa — )
Si a, b et a — b sont dans tan(a — b) tana — tanb
R\ (5 +7Z) 1+ tanatanb
n 1— anrl ]
— S 1
Vge C, Vne€N, Zq’“ l1—gq ezl
k=0 n+1 sig=1
Vn € N*, U, (1,55 5, 20y
In?
Va >0, VB> 0, lim —— 0
rz—+oo ¢




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°19
Mardi 5 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de la bijection.

Exercice 2. — A quelles conditions la réciproque d’une bijection f est-elle dérivable en un point y ? Préciser alors la
dérivée de f~! en ce point.



Exercice 3. — Donner les deux caractérisations des bijections vues en cours.

Exercice 4. — A quelle(s) condition(s) une réciproque est-elle impaire ?

Exercice 5. — Si # € R*, calculer arctan z + arctan +.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 19
Mardi 5 novembre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de la bijection.

Corrigé. —
Théoréme de la bijection. — Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R une fonction. Si f est
continue et strictement monotone sur I, alors f établit une bijection de I sur J = f(I) et f~! est continue
sur J.

Exercice 2. — A quelles conditions la réciproque d’une bijection f est-elle dérivable en un point y ? Préciser alors la

dérivée de f~! en ce point.

Corrigé. —

Théoréme de dérivabilité d’une réciproque. — Soient I et J deux intervalles non triviaux, f: I — J
une bijection, z € I et y = f(x). Si f est dérivable en = et f~! continue en y, alors

1 dérivable en y <= f'(z) #0

Dans ce cas, on a (f~1)(y) = f,%w).

Exercice 3. — Donner les deux caractérisations des bijections vues en cours.
Corrigé. —
Caractérisations des bijections. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. On a

équivalence entre
(7) la fonction f établit une bijection de X sur Y
(i) pour tout y € Y, 'équation f(z) =y admet une unique solution appartenant a X

(#i7) il existe g: Y — X telle que Vz € X, g(f(z)) =z et Vy €Y, f(g(y)) =y.
Dans ce cas, g est la réciproque de f: X — Y.

Exercice 4. — A quelle(s) condition(s) une réciproque est-elle impaire ?

Corrigé. — Soient I et J deux intervalles non triviaux et f: I — J une bijection. Si I est symétrique par rapport a 0
et que f est impaire sur I, alors J est symétrique par rapport & 0 et f~! est impaire sur J.

Exercice 5. — Si z € R*, calculer arctan x + arctan %

Corrigé. — Si z € R*, posons f(z) = arctan < + arctan .

PREMIERE ETAPE : dérivabilité. — La fonction z — % étant dérivable sur R* et la fonction arctan étant dérivable
sur R, par composition, la fonction x — arctan% est dérivable sur R*. Puisque x —— arctan x est dérivable sur R,
par somme, f est dérivable sur R*.

DEUXIEME ETAPE : calcul de la dérivée. — On a

‘ Ll

—= 1 1 1
R* = Z = — = U.
Ve e R*, f(z) T ( )2+1+x2 1+m2+1+x2 0

8 ||

TROISIEME ETAPE : calcul de la fonction. — La dérivée de f est nulle sur R*. Or, une fonction dérivable & dérivée
nulle sur un intervalle est constante sur cet intervalle. Ceci montre donc que f est constante sur chaque intervalle
composant son domaine de définition. Il existe donc deux constantes ¢y et ¢y dans R telles que

Ve e RY, arctan% + arctanx = ¢

Ve e R*, arctan% + arctanx = ¢

En prenant la valeur en 1, on obtient ¢; = 7 + 7 = 5 et en prenant la valeur en —1, on obtient c; = — 3. Ainsi,
T sixz>0
Vo € R*, arctan i +arctanz = 2 ’
-5 siz<0




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 20
Mardi 12 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/(1 —92)*9 dz

/lnxdx

/ dx
1+ 422

/ dx
V1 —9z2

/ dx
Sx 4+ 7

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de changement de variable.



dx

Exercice 3. — Calculer | ——.
z+12 — 22

Exercice 4. — Calculer / % cos(3x) dx en détaillant les calculs.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 20
Mardi 12 novembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Formule demandée Réponse
1
/(1 —92)*9 dz 71—3(1 —92)'3/% 4 constante  Intervalle de validité : |—oo; 5
/ lnxdx zlnz — z + constante  Intervalle de validité : R7}
dz 1 C ey
— —arctan(2x) + constante  Intervalle de validité : R
1+ 422 2
/ da L resin(3z) + constante  Tntervalle de validité : |—2; 1|
e — arcsin(3z) + constante  Intervalle de validité : |—= ; =
V1 —9z2 3 373
/dm L 10|52+ 7| + constante  Tntervalles de validité : ] Tl ou ]— ;oo
—In|5x constante  Intervalles de validité : |—oco; —%[ ou |—% ;400
S5t +7 5 5 5
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de changement de variable.
Corrigé. —
Théoréme de changement de variable. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et f: I —

K=Ret ¢: J — R deux fonctions. Si :
1°) la fonction f est continue sur [ ;

2°) la fonction ¢ est a valeurs dans I ;

3°) la fonction ¢ est O sur J,

®(B) B
alors, pour tous a et 3 dans J, f(z)de = / fle®)y'(t) dt

»(c)
d
Exercice 3. — Calculer / 7:8.
z+12 — 22
Corrigé. — On a f x+12 T = — f m Le discriminant est 1 —4 x 12 = 49 > 0 donc les deux solutions sont 1+7 =4

et 55T = —3 et donc 22 — z — 12 = (x — 4)(z + 3). Cherchons X et 4 tels que Vo € R\ {—3,4}, m=w+3+w%4.
Ona

1 A i 1 MMz —4) + plz+3)
Vre R\ {-3,4 = — Vz e R\ {-3,4 =
* \Vi=34) 22—z —12 x—|—3+x—4 ¢ V=3 4) 22—z —12 22—z +12
<— Ve e R\{-3,4}, 1=A+px—4x+3u
{—4)\+3u_1 {A_—$
o et e e (At =0 p=—A
seulement si elles ont méme coefficients
Ainsi, Vo € R\ {-3,4}, ﬁ = %I+3 + 7x 7 et donc
d 1 3
/Hli;—ﬁ == In :i i_ 4: + constante Intervalles de validité : |—oo; —3[ ou ]—3;4[ ou |4 ; 4o00[

Exercice 4. — Calculer / e** cos(3z) dz en détaillant les calculs.



Corrigé. — On a

: 1 » 23
2z = (2+3d)x — 2+3i)z | _ .. 2
/e cos(3z) de = Re </ e dx) Re (2 T3¢ ) Re( 13 (cos(3x) + isin(3x))e )

~ Re 2 cos(3z) + 3sin(3x) 2 4 2sin(3z) — 3 cos(3x) o2
13 13
€R eR
2 cos(3z) + 3sin(3x) ,
e
13

x




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 21
Jeudi 14 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de changement de variable.

Exercice 2. — Donner la définition d’une bijection ainsi que les deux caractérisations que 'on a vu.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 21
Jeudi 14 novembre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de changement de variable.
Corrigé. —
Théoréme de changement de variable. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et f: I —

K=Ret ¢: J — R deux fonctions. Si :
1°) la fonction f est continue sur [;

2°) la fonction ¢ est & valeurs dans T ;
3°) la fonction ¢ est C* sur J,
©(B) B
alors, pour tous « et 8 dans J, / flx)da = / Fle@®)¢'(t) dt.
o(a) a
Exercice 2. — Donner la définition d’une bijection ainsi que les deux caractérisations que 'on a vu.
Corrigé. —
Caractérisation des bijections. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y. Les assertions suivantes

sont équivalentes.
(i) f établit une bijection de X sur Y

(@) VyeY, Aze X, y= f(x)
(ii7) pour tout y € Y, 'équation y = f(x) admet une unique solution dans X

(iv) il existe g: Y — X telle que Vo € X, g(f(x)) =z etVyeY, f(g(y)) =v.
Dans ce cas, g est la réciproque de f.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 22
Lundi 18 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/lnxdx

/ dx
1+ 622

/ dx
V1 —2z2

/ dx
3—Tx




Exercice 2. — Calculer foﬂ cos* x dz. On rappelle que (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 3ab® + b*.



Exercice 3. — Calculer / e” cos x dx en détaillant calculs et méthode.



dx

1+ vz

1
Exercice 4. — Calculer / en effectuant un changement de variable.
0



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne 22
Lundi 18 novembre 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Formule demandée Réponse
/ e 1(7:16 —3)%7 4 constante  Intervalle de validité : |2 ; +o0|
(T — 3)1/7 6 T
/ Inxdx xlnx — z + constante  Intervalle de validité : R’
/dx L arctan(v6z) + constante  Intervalle de validité : R
— — arctan x) + constante  Intervalle de validité :
1+ 622 V6
/ dr L aresin(vZz) + constante  Tntervalle de validité : |— L ; [
e — arcsin x) + constante  Intervalle de validité : |——=; —=
V1 — 222 V2 V22
dz 1 Ty 3 3
57 —% In |3 — 7x| + constante  Intervalles de validité : |—oo; £[ ou |5 ; +o0|
— Tz

Exercice 2. — Calculer fo7T cos*  dz. On rappelle que (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b? 4 3ab® + b*.

Corrigé. — On a foﬂ (cosz)*dz = foﬂ (%)4 do = foﬂ e4“'+4e2”+6I%4e*2”+e*4" de = foﬂ (% + CoséQiE) + %) de —
3

s |

Exercice 3. — Calculer / e” cosx dz en détaillant calculs et méthode.

Corrigé. — On a

; 1 ; 1—1
/e"” coszdr = Re (/ eI+ie dx) = Re<1_|__e(1+l):”) = Re< 5 . (cosz + isinx)e””)
i

cosx + sinx .sinx —cosx
= Re( z e“’)

e’ +1

2 2
€R €R

cosT +sinx

2
. 'oda .
Exercice 4. — Calculer / en effectuant un changement de variable.
0o 1+z
Corrigé. — Effectuons le changement de variable t = \/x c’est-a-dire x = t? dans I'intégrale grace au théoréme suivant.
Théoréme de changement de variable. — Soient [ et J deux intervalles non triviaux de Ret f: I —

K=Ret ¢: J — R deux fonctions. Si :
1°) la fonction f est continue sur [;

2°) la fonction ¢ est a valeurs dans [ ;
3°)

la fonction ¢ est C'! sur J,
]

(8) B
alors, pour tous « et 3 dans J, / flz)dx = / (1)@ (t) dt.

()

Prenons I =R, J=R,Vz € I, f(x) = 1+1\/5 et Vt € J, p(t) = 2. Vérifions les hypothéses du théoréme :

1°) la fonction f est continue sur I car la fonction racine l'est et x — 1 + /2 ne s’annule jamais sur I ;
2°) la fonction ¢ est & valeurs dans I car Vt € R, t2 > 0;
3°) la fonction ¢ est C! sur J comme polynéme et Vt € J, ¢'(t) = 2t.

Ainsi, en appliquant le théoréme avec o« =0 € J (donc ¢(a) =0) et =1 € J (donc ¢(8) =1) :

1 1 1 1 1
d 1 t t4+1-1 t
/ R —Qtdt:Q/ —dt:Q/ ;dt:Q/ (1>dt2[tln(1+t)](1)
o 1+vz  Jo 1+t o 14t o 1+t 0 1+t




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 23
Mardi 19 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre sur R* I'équation différentielle 2y +ty = 1.






Exercice 2. — Résoudre sur R ’équation y” — 2y' +y = et.






PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 23
Mardi 19 novembre 2013

durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre sur R* 1'équation différentielle 2y +ty = 1.
Corrigé. — Lorsque t > 0, I’équation se récrit 3y’ = f%y + %2 Pour la résoudre, on utilise le théoreme suivant.
Théoréme de structure de ’ensemble des solutions de y’ = a(t)y + b(t). — Soient I un intervalle

non trivial de R, a,b: I — K = R ou C deux applications continues. Si A est une primitive de a sur I et si
©part €St une solution particuliere de I'équation complete y' = a(t)y + b(t), alors 'ensemble des solutions sur
I & valeurs dans K de ' = a(t)y + b(t) est {t — XeA®) + @i (t) | A € K}

Ici, on prend I = R, Vt € I, a(t) = —% et b(t) = t2 Les fonctions a et b sont continues sur I comme fractions
rationnelles dont le dénominateur ne s’annule pas, donc le théoreme s’applique.

Premiére étape : on trouve une primitive A de a. — Une primitive de a sur I est A: ¢t — —Int donc Vt € I,
eAlt) = 1

t
Deuxiéme étape : on trouve une solution particuliére ppars de l’équation compléte. — On cherche une solution

particuliére sous la forme @par(t) = A(t)e® oit X est O sur I. On a
@part €st solution <= Vt e I, gopart( ) = a(t)@part (t) + b(t)
— vtel, N@)er® +A@)a(t)e™™ = a(t)A(t)e?™® + b(t)
— Vtel, N(t)er® =b(t)

t 1

— Vtel, N(t)=bt)e AV = 3=
11 suffit donc de prendre A(t) = Int et donc une solution particuliere est donnée par ¢pa(z) = 2L,
Conclusion. — D’apres le théoreme cité ci-dessus,

L’ensemble des solutions a valeurs réelles est {t — 22 + 2 | X € R}
Exercice 2. — Résoudre sur R 'équation y” — 2y’ +y = et.
Corrigé. — L’équation est une équation linéaire d’ordre deux a coefficients constants. Pour la résoudre, on utilise
donc le théoréme suivant.
Théoréme de structure de l’ensemble des solutions de ay” + by’ + cy = d(t). — Soient I un

intervalle non trivial de R, a, b, ¢ trois complexes avec a # 0 et d: I — C une fonction continue. Si @part est
une solution particuliere de ay” 4+ by’ + cy = d(t), une fonction ¢: I — C est solution de ay” + by’ + cy = d(x)
si et seulement si Yhom = @ — @part €st solution de I’équation homogene ay” + by’ + cy = 0.

Ici,onaa=1,b=-2,c=1,I =Ret d(t)=e'. On a a # 0 et la fonction d est continue sur I (exponentielle) donc le
théoreme s’applique.

Premiere étape : résolution de l’équation homogéne. — L’équation homogene est a coefficients constants réels donc
on utilise le théoréme suivant pour la résoudre.

Théoréme de structure de I’ensemble des solutions & valeurs réelles de ay” + by’ + cy = 0. —
Soient a, b, ¢ trois nombres réels avec a # 0. Notons A = b2 — 4ac le discriminant de ’équation caractéristique
ar? 4+ br 4+ ¢ = 0. Si A = 0, I’équation caractéristique admet une unique racine réelle double ry = f% et
I'ensemble des solutions de ay” + by’ + cy = 0 est {t — (A + pt)e™? | (A, p) € R?}.

Ici,onaa=1,b= -2 c=1, A =0 qui est bien nul et donc le théoréme s’applique. On a ry = 1 donc ’ensemble des
solutions de 1’équation homogene est {t — (Mt + p)e! | (A, p) € R?}.



Deuxiéme étape : recherche d’une solution particuliére. — Le second membre étant une exponentielle ¢ — e®! avec
a = 1 solution double de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere de ’équation compléte sous la
forme @part: t — Bt?¢t ou B € R. La fonction @Ypart st C™ sur R (produit d’un polynéme et d’une exponentielle) et
on a

VEE T, @l (t)=DB(*+2t)e et ¢, (t)=B(t*+4t + 2)¢’,
donc

Ppart solution <= Vt € R, @, (t) = 20}, (t) + Ppart(t) = €'
= VteR, B(*+4t+2)e’ —2B(t? + 2t)e! + Bt?e' = ¢!
< VteR, 2Bef=¢'
<~ 2B=1 (car une exponentielle ne s’annule jamais)

<~ B=1.
Ainsi, une solution particuliere est @pare: ¢ — %tzet.

Conclusion : ensemble des solutions de ’équation compléte. — D’apres le premier théoreéme cité ci-dessus,

L’ensemble des solutions est {t — (312 + At + p)e’ | (A, p) € R?}.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 24
Lundi 25 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

somme géométrique

somme arithmétique

(a+0)"

a” —b"

Z IR U
2k —1 2k +1

k=3




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 24
Lundi 25 novembre 2013

durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
1— raisonnombre de termes
L (premier terme) X - si raison # 1,
somme géométrique 1 — raison
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.

(somme des termes extrémes) X (nombre de termes)

somme arithmétique

2
Y(a,b) € C%, ¥n €N, (a+b)" > (Z) akpn=F
k=0
n—1
V(a,b) € C?, ¥n € N*, a™ —b" (@—b) Y a"b"*
k=0
n+2
1 1 1 1 2n 4 4
Vn e N I L _
mem Z(%—l 2k+1> 5 2n+5 2n+5

k=3




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 25
Mardi 26 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de (2) lorsque n € Net 0 < k <n.

Exercice 2. — Donner et démontrer la formule de Pascal pour les coefficients binomiaux.



Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour a™ — b™ lorsque a et b sont deux complexes et n € N*.

Exercice 4. — Donner la définition de la partie entiere d’un réel x.



PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 25
Mardi 26 novembre 2013
durée : 15 min
Exercice 1. — Donner la définition de (Z) lorsque n € Net 0 < k <n.
n n!
Corrigé. — Sin € Net 0 <k <n, on pose <kz) :m
Exercice 2. — Donner et démontrer la formule de Pascal pour les coefficients binomiaux.
1
Corrigé. —Sine€Net0<k<n,ona <Z> + (kil) = (Z—tl) . En effet,
n n n B n! n n!
k k+1) Kl(n—-Fk)! (k+1)!(n—Fk-1)
_nl(k+1)4+n!(n—k)
(k+ 1! (n—k)!
B (n+1)!
(k+ D! (n—k)!
B (n+1)!
C(k+ DN ((n+1) — (k+1))!
_(n+1
S \k+1
Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour a™ — b" lorsque a et b sont deux complexes et n € N*.
n—1
Corrigé. — Si a et b sont des complexes et n € N, alors |a" — b" = (a — b) Z a*p"17F | En effet,
k=0
n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z akbn—l—k — Z akbn—l—k _ bz akbn—l—k
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
o k+1in—1—k kin—k
=) a1 DA
k=0 k=0
Faisons le changement d’indice [ = k + 1 dans la premiere somme :
n—1 n n—1
(CL o b) Z akpr—1-k — Zalbnfl - Zakbnfk
k=0 1=1 k=0
n—1 n—1
— (Z albn—l +an> _ <bn + Zakbn—k>
1=1 k=1
—a — "
Exercice 4. — Donner la définition de la partie entiere d’un réel x.
Corrigé. —
Définition de la partie entiére. — Soit « € R. La partie entiére de x, notée |x], est 'unique entier k € Z

tel que k <z < k+1.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 26
Vendredi 29 novembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une valeur approchée par exces a 107" pres.

Exercice 2. — On donne 7 ~ 3,1415926536 et a = (9% + g)l/‘l ~ 3,1415926527. Trouver le plus grand n tel que a
soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.

Exercice 3. — Si z € R, montrer qu'il existe un unique n € Z tel que (4n +3)§ <z < (4n+7)%.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 26
Vendredi 29 novembre 2013

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une valeur approchée par exceés a 10~ pres.
Corrigé. —
Définition. — Soient z € R, a € R et n € N*. On dit que a est une valeur approchée par excés de x a 10™"

pressia— 107" <z < a.

Exercice 2. — On donne 7 ~ 3,1415926536 et a = (9% + %)1/4 ~ 3,1415926527. Trouver le plus grand n tel que a
soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.

Corrigé. —Onaa <7 < a+ 1079 donc ‘a est une valeur approchée par défaut de m a 10~ pres ‘ La précision de
1079 est optimale car a +1071% < 7.

Exercice 3. — Si x € R, montrer qu'il existe un unique n € Z tel que (4n +3)7 <z < (4n+7)%.
Corrigé. — On a, sin € Z,

(An+3)¢ <z <(dn+7)% <= dn+3 <L <dn+7
= dn< L _3<4(n+1)
= n§f—%<n+1

— |n=|2-1]




PTSI de Nevers

Nom :
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION Ne° 27
Lundi 2 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/cosa: sin x dx

/de
V1 —4x2

/ dx
V1 —4z2

/111(3x +1)dz




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

CoSp + cosq

tan(a + b)

. In?
lim
rz—+oco %




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 27

Lundi 2 décembre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Formule demandée Réponse
d 7
/(5_4&;)3/7 71—6(5 — 42)*7 4 constante  Intervalle de validité : |]—oo; 5
% sin?
/ coszsinz dx —% cos? x + constante Intervalle de validité : R
—1 cos(2x)
T 1
—=d —=V/1— 422 tante  Int lle de validité : |—2 ;1
/mx 1V 22 + constante  Intervalle de validité : |—5; 5]
/ dz L resin(22) + constante  Tntervalle de validité : |2 ; 1]
e —arcsin(2z) + constante  Intervalle de validité : |—5; 5
V1 — 4a? 2 272
3 1) In(3 1H)—(@3 1
/111(33: +1)dz Bz + 1) In( a:;— )= Bz+1) + constante  Intervalle de validité : |—4 ; +o00[
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? cosp + cosq 2 cos p—;q cos B4
Sia, bet a+bsont dans tan(a + b) tana + tanb
R\ (5 +7Z) 1 —tanatanb
n+5
k—1 3
Vn € N, -
" H k n—+5
k=4
Vn € N*, U, (1,55 5, 2y
In?
Ya >0, V8>0, im — 0

z—+oo ™




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 28
Mardi 3 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.
Exercice 3. — Donner la définition d’une suite bornée.

Exercice 4. — Donner la définition en € et IV d’une suite convergeant vers un réel.



Exercice 5. — Trouver graphiquement un entier N correspondant a 'inégalité ¥n > N, |u, — 1] < 0,3.

2 4
T
+
+ +
+
ik + + +
LT +
+ T T
- + i
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 6. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (uy)nen?
Exercice 7. — Démontrer que % et 0.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 28
Mardi 3 décembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Exercice 3. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (uy,)nen est bornée s'il existe K € Ry tel que

VneN, |u,| < K.
Exercice 4. — Donner la définition en € et N d’une suite convergeant vers un réel.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (u,)nen converge vers un réel ¢ et on note wu, e £ si

YVe>0, INeN, Vn>N, |u,—/{ <e.

Exercice 5. — Trouver graphiquement un entier N correspondant a l'inégalité Vn > N, |u, — 1| < 0,3.
l
2+ |
l
+ |
|
'N =10
|
+ 1
+ i { +
|
T + + +
1+ |
il 4 | + +
| l +
+ =+ L
+ i tous les termes de la suite sont
i dans la bande & partir du rang
i N=10
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 6. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (up,)nen ?

Corrigé. —
1. On étudie le signe de uy11 — .
2. Si u, > 0, on regarde si u;—:l est >1ou<1.
3. Siu, = f(n), on étudie les variations de f.

4. Si (un)nen est définie par récurrence, on peut essayer de procéder par récurrence.

— 0.

1

n n—-+oo

Corrigé. — Soit € > 0. Posons N = L%J +1.Sin>N,onan>N > % et donc % < ¢ c’est-a-dire |% — 0] <e. Ceci
démontre que la suite converge vers 0.

Exercice 7. — Démontrer que



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 29
Jeudi 5 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.
Exercice 3. — Donner la définition d’une suite bornée.

Exercice 4. — Donner la définition en € et IV d’une suite convergeant vers un réel.



Exercice 5. — Trouver graphiquement un entier N correspondant a 'inégalité ¥n > N, |u, — 1] <0,2.

2 4
+
T
+ +
+
1+ + i + i + =+
s + +
+

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 6. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (uy)nen?
Exercice 7. — Démontrer que % et 0.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 29
Jeudi 5 décembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Exercice 3. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (uy,)nen est bornée s'il existe K € Ry tel que

VneN, |u,| < K.
Exercice 4. — Donner la définition en € et N d’une suite convergeant vers un réel.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (u,)nen converge vers un réel ¢ et on note wu, e £ si

YVe>0, INeN, Vn>N, |u,—/{ <e.

Exercice 5. — Trouver graphiquement un entier N correspondant a l'inégalité Vn > N, |u, — 1| < 0,2.

l

2+ |
|
|
l
|

H it
|
T + l

! + +

14 l H 1 + + + + +
‘ + +

T

{
l tous les termes de la suite sont
! dans la bande a partir du rang
} N =4
l

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Exercice 6. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (up,)nen ?

Corrigé. —
1. On étudie le signe de uyp11 — .
2. Si u, > 0, on regarde si u;—:l est >1ou<1.
3. Siu, = f(n), on étudie les variations de f.

4. Si (un)nen est définie par récurrence, on peut essayer de procéder par récurrence.

— 0.

1

n n—-+oo

Corrigé. — Soit € > 0. Posons N = L%J +1.Sin>N,onan>N > % et donc % < ¢ c’est-a-dire |% — 0] <e. Ceci
démontre que la suite converge vers 0.

Exercice 7. — Démontrer que



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 30
Vendredi 6 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que u,, — +o00 et v, — ¢ € R. On souhaite
montrer que u, + v, — +00. Soit A > 0.

a. Justifier 'existence de K € R, tel que Vn € N, v, > — K.
b. Justifier 'existence de N € N tel que Vn > N, u, > A+ K.

c. Conclure.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 30
Vendredi 6 décembre 2013

durée : 5 min

Exercice. — Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que u,, — +o00 et v, — ¢ € R. On souhaite
montrer que u, + v, — +00. Soit A > 0.

a. Justifier 'existence de K € R, tel que Vn € N, v, > — K.
b. Justifier 'existence de N € N tel que Vn > N, u, > A+ K.

c. Conclure.

Corrigé. —

a. Puisque (vy,)nen converge, elle est bornée, donc il existe K > 0 tel que
VneN, |v,| <K donc, en particulier, VneN, wv, > —K.

b. Posons A’ = A+ K > A > 0. Par définition de u,, — 400, il existe N € N tel que
Vn>N, u,>A =A+K,

c. On a donc

vn>N, u,+v,>A+K-—K=A.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 31
Lundi 9 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/(Sx + 1) dx

/5111(61‘ +5)dx

/ dz
Bx+1)2+1

/lnxdaz




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

COoS™ a

(en fonction de cos(2a))

k=2

2cosx — 3sinx

(phase-amplitude)




2013-2014

PTSI de Nevers
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 31
Lundi 9 décembre 2013
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
wa—kl
. B .
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*

/(83: + 1) dx

9
%(83; +1)1%/9 4 constante  Intervalle de validité : ]—5 ;400

/sin(Gx +5)dx

1
o cos(6x + 5) + constante  Intervalle de validité : R

/ dx
(Bx+1)2+1

1
3 arctan(3z + 1) + constante  Intervalle de validité : R

/lnzdx

zlnxz — x + constante  Intervalle de validité : Ri

Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
1 2
Va € R cos?a —’—C%(a)
o " g #1
Vn>1, VqeC, qu 7= .q# 7
1 n siqg=1.
Al 1 1
Vn > 2 S - -1
= (k k— 1) n
k=2
Vo e R 2cosz — 3sinx V13 cos(z + arctan 3) = V13 cos(z + arccos(%))
8 8! 8 X T7Tx6
— = ———=8Xx7=56
(3) 315! 3!




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 32
Mardi 10 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e S e 3

Exercice 2. — Donner la définition de deux suites adjacentes.

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de convergence des suites adjacentes en précisant comment encadrer la limite.



Exercice 4. — Enoncer le théoréeme de la limite monotone dans le cas décroissant.

Exercice 5. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel < 07

Exercice 6. — Donner deux conditions nécessaires pour qu’une suite converge.

Exercice 7. — Enoncer un théoréeme donnant a la fois ’existence et la valeur de la limite.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 32
Mardi 10 décembre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e +00.
Corrigé. —VA >0, AN €N, VYn> N, u, > A.
Exercice 2. — Donner la définition de deux suites adjacentes.

Corrigé. — Deux suites réelles réelles sont dites adjacentes si I'une est croissante, 'autre est décroissante et leur
différence tend vers 0.

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de convergence des suites adjacentes en précisant comment encadrer la limite.

Corrigé. — Soient (uy,) et (vy,) deux suites réelle. Si (u,) et (v,) sont adjacentes, alors :
(i) elles convergent toutes les deux;
(it) leur limite ¢ est la méme;

(#7) si (uy) est celle qui est croissante et (v,,) celle qui est décroissante, on a V(p,q) € N x N, u, < £ < v,.
Exercice 4. — Enoncer le théoréme de la limite monotone dans le cas décroissant.

Corrigé. —
(i) Toute suite réelle décroissante minorée converge dans R vers sa borne inférieure.

(it) Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.
Exercice 5. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel < 07?7

Corrigé. — Toute suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel strictement négatif est majorée, a partir d’'un
certain rang, par un nombre réel strictement négatif.

Exercice 6. — Donner deux conditions nécessaires pour qu’une suite converge.

Corrigé. — Condition nécessaire 1 : une suite convergente est bornée.
Condition nécessaire 2 : une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Exercice 7. — Enoncer un théoréme donnant a la fois ’existence et la valeur de la limite.

Corrigé. — Une suite réelle encadrée par deux autres qui convergent vers la méme limite converge également vers cette
limite.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 33
Lundi 16 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/(m—ll—l N (x+13)2>d”“"

| o

/ 3x+1
—__dx
1— (32 +1)2




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

cosasinb

somme géométrique

4sinx — cosx

(phase-amplitude)




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 33
Lundi 16 décembre 2013
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

/ )

r+1  (z+3)?

Formule demandée Réponse
x*+ T . .
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*
/L —§(1 —22)%/3 4 constante  Intervalle de validité : ]—oo; 1|
(1—2z)1/3 4 ' 2
1 1

1
Injz+ 1]+ 13 + constante  Intervalles : ]—oo; —3[ ou ]—3; —1[ ou |—1; +0o0]
T

/

——dz
1—(3x+41)2

d 1
/ T — arcsin(3z + 1) + constante  Intervalle de validité : ]—2 ;0]
V1- Bz +1)2 3
3z +1 9

;0]

1
fg\/ 1 — (3z 4+ 1) + constante  Intervalle de validité : |—

Exercice 2. — Compléter le

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

3

Quantification Formule demandée Réponse
Y(a,b) € R? cosasinb sin(a +b) ; sin(a — b)
somme géométrique
vnz2, ]ﬁ;;:;i 2n5+3
Vz € R 4sinx — cosx V17 cos(x + arctan(4) + 1) = /17 cos(z + arccos(——=))

Vr e R, Vn e N*,

(L+e)" 1




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 34
Mardi 17 décembre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min
Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e Sle S5
Exercice 2. — Donner la définition d’une suite dominée par une autre
Exercice 3. — Donner la définition d’une suite négligeable devant une autre.

Exercice 4. — Donner la définition de deux suites équivalentes.

PTSI de Nevers
2013-2014



Exercice 5. — On considére dans cet exercice et les suivants la suite définie par ug =1 et Vn € N, u, 11 = arctan u,.
Faire une étude graphique du comportement de la suite.

Exercice 6. — Pour x > 0, résoudre arctanx = x et arctanx < x.



Exercice 7. — Montrer que (uy)nen est bien définie, monotone et bornée.

Exercice 8. — Montrer que (uy)n,en converge et déterminer sa limite.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 34
Mardi 17 décembre 2013

durée : 20 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e Sle S5

Corrigé. —|VA>0, INEN, ¥n>N, u, <-4

Exercice 2. — Donner la définition d’une suite dominée par une autre

Corrigé. —
Définition d’une suite dominée par une autre. — Soit (u,) une suite réelle et («,,) une suite réelle ne
s’annulant pas & partir d’un certain rang ng. On dit que (u,,) est dominée par () et on écrit que u,, = O(«,,)
lorsque (3% )n>n, est bornée.

Exercice 3. — Donner la définition d’une suite négligeable devant une autre.
Corrigé. —
Définition d’une suite négligeable devant une autre. — Soit (u,) une suite réelle et () une suite

réelle ne s’annulant pas & partir d’un certain rang ng. On dit que (u,,) est négligeable devant () et on écrit

— Un
que up = o(ay) lorsque = —— 0.

Exercice 4. — Donner la définition de deux suites équivalentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites équivalentes. — Soient (a,) et (8,) deux suites réelles ne s’annulant pas
a partir d’'un certain rang. On dit que () est équivalente & (f,) et on écrit que «, oo B, lorsque
QAn
B n—-+o00
Exercice 5. — On considére dans cet exercice et les suivants la suite définie par ug =1 et Vn € N, u, 11 = arctan u,.
Faire une étude graphique du comportement de la suite.
Yy
1
T
0 1 2

Exercice 6. — Pour x > 0, résoudre arctanx = x et arctanz < x.



Corrigé. — Posons si > 0, ¢(x) = arctan ¢ — . La fonction ¢ est dérivable sur R comme combinaison de fonctions

de références qui le sont et on a Vo € Ry, ¢'(z) = ﬁ —1= —11% <0et p(x) =0 < 2 = 0. Donc ¢ est

décroissante sur Ry, donc Vo € Ry, ¢(z) < ¢(0) = 0 donc ¢ est négative sur Ry et ne s’annule qu’en 0. Ainsi,

\arctanx:x<:>x20‘ et ‘Vze]&_, arctanxﬁx‘

Exercice 7. — Montrer que (uy)nen est bien définie, monotone et bornée.

Corrigé. — Montrons par récurrence sur n € N la propriété (H,,) : « u, et u,q1 existent et 0 < uppq1 < up < 1w,

INITIALISATION : ug = 1 donc ug existe ; puisque u; est dans le domaine de définition de arctan, u; existe également.
De plus, on a vu que si x > 0, on a arctanz < x et donc, en prenant z = wug, u; = arctanug < ug = 1. Finalement,
puisque 0 < ug, on a, puisque arctan est croissante sur Ry, 0 = arctan0 < f(up) = u;. Ceci démontre (Hyp).

HEREDITE : considérons un entier n € N tel que (H,,) soit vraie et montrons (H,,1). Puisque u,,1 existe et
appartient au domaine de définition de arctan, u, 4o existe. L’inégalité 0 < u, 11 < u,, < 1 implique, puisque arctan est
croissante sur Ry, que 0 < upiq < wuy,y <1 (on aarctan(l) <1 car 1 € Ry). Ceci démontre (H,, 1)

CONCLUSION : on a montré (Hy) et que Vn > 0, (H,) = (H,+1) donc, d’apres le principe de récurrence, on a
vn € N, (H,,) vraie. En particulier,

‘ (un)nen est bien définie, décroissante et encadrée entre 0 et 1 ‘

Exercice 8. — Montrer que (uy)n,en converge et déterminer sa limite.

Corrigé. — Une suite décroissante minorée étant convergente, (uy,)nen converge. Notons £ € R sa limite. Par passage a
la limite dans I'inégalité large Vn € N, u,, > 0, on obtient £ > 0 donc ¢ € R. Puisque ;41 e ¢ (suite extraite) et
flun) 55 f(£) (car f continue en £ vu que £ € Ry), on en déduit, par unicité de la limite, que f(¢) = ¢ c’est-a-dire

que £ =0 vu que £ € R,. Ainsi,



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 35
Lundi 6 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/lnxdx

/ (52 4 2)%/* da

/(mi2_ (xi4)3>dx

/ dx
V1 —5z2

x
—d
/1+x2 v




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

cos?x —sinx

a® — hn
(A+ B)" (matrices)
Données : n,p,q dans
N, A = (ai,j) S
Ciyj M, p(R), B = (bi;) €

M, (R) et C = AB =
(ci,j)




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 35

Exercice 1. — Compléter le

Lundi 6 janvier 2014

durée : 10 min

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée

Réponse

/lnxdx

zlnz — z + constante  Intervalle de validité : R7}

4
/ (52 4 2)%/* da £(5L +2)7/* 4 constante  Intervalle de validité : =2 +o0]
/ ! ! dz | Injz — 2|+ L + constante  Intervalles : |—oo; —4[ ou |—4;2[ ou ]2; 00|

_ . _ - - oo — 4. .
x—2 (x+4)3 2(x +4)? ’ ’ ’

/ de ! arcsin(v/5z) + constante  Intervalle de validité : |— == ; =]

—_— — v v e

/1 — 52 NG 575

1
/ % 4z —In(1 + 2?) + constante  Intervalle de validité : R
1+ 22 2
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
Vz € R cos?x —sin®x cos(2)
n n(n —1)(n — 2)
Vn >3
(5 ;
n—1
V(a,b) € R?, Vn>1, a® — b" (q—b) Y a"pn'7*
k=0
Sin € N, A et B dans n N A
A(R) avec AB = BA, (4+B) kz()(k)AB
P
Vie [l;n], Yjel[l;q], Ci j Zai,kbk,j




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 36
Mardi 7 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire.
Exercice 3. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.

Exercice 4. — Donner la définition d’un pivot d’une matrice échelonnée.



Exercice 5. — Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont échelonnées ?

Matrice échelonnée ? | raison si non échelonnée
1 2 3 4
5 6 7 8
0 0 9 10
1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 00O
0 0 00
1 2 3 4
0 0 00O
0 5 6 7
0 0 00
0 0 0 8
0 01 2 3 4
00 0 0 5 6
00 0 0 O0O0

Exercice 6. — Rappeler la formule du bindéme pour deux matrices de Ma(R) puis calculer (?9)" pour tout n € N.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 36

Mardi 7 janvier 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.

Corrigé. —

2013-2014

Définition de I’inversibilité d’une matrice. — Soient n > 1 et A € M,,(K) ot K =R ou C. On dit que
A est inversible 8l existe A" € M,,(K) telle que AA" = A’A = I,.

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

Corrigé. —

S:{erz\zGSg}

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire. — Soient n et p deux
entiers > 1 et (X) un systéme linéaire & p inconnues et n équations. Si (X) posséde une solution particuliere
y=(y1,...,Yp) et si Sp désigne I'ensemble des solutions du systeme homogene () associé, alors I’ensemble
S des solutions de (X) est

Exercice 3. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.

Corrigé. —

Définition d’une matrice nilpotente. — Soient n € N* et M € M,,(C). On dit que M est nilpotente s’il
existe p € N tel que MP = 0.

Exercice 4. — Donner la définition d’un pivot d’une matrice échelonnée.
Corrigé. —
Définition d’un pivot. — On appelle pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne non nulle d’une

matrice échelonnée.

Exercice 5. — Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont échelonnées ?
Matrice échelonnée 7 | raison si non échelonnée
1 2 3 4
5 6 7 8 non coefficient # 0 en dessous du 1
0 0 9 10
1 2 3 4
0 5 6 7 .
0000 ot
0 0 0 O
1 2 3 4
0 0 0O
0 5 6 7 non ligne nulle avant une ligne non null
0 0 0O
0 0 0 8
001 2 3 4
0 00 05 6 oui
000 O0O0TO O
Exercice 6. — Rappeler la formule du binéme pour deux matrices de M(R) puis calculer (7 9)" pour tout n € N.

Corrigé. — Si A et B sont dans Ms(R) avec AB = BA, alors, pour tout n € N, on a

n

(A+B)" = kz:(:) (Z) A+




0 0
10
on a AB = BA et donc la formule du binéme s’applique donc, si n € N,

Posons M = ? (2) .Ona M = A+ B avec A = ( ) et B = 2I5. Puisque B est un multiple de la matrice identité,

M"™ = i (Z) Ak:ank,

k=0

avec A? = I, A' = A et Vk > 2, A¥ = 0 ainsi que Vk € N, B* = (21)F = 2¥ [, et donc, si n > 1,

n 1 n 1
n_ N\  kpn—k _ Nk pn—k N\ kpn—k _ N\ (kpn—k _ pn n—1
M" = E (k)A B = E (k)A B + E (k)A B = E <k:>A B = B"+nAB
k=2

k=0 k=0 k=0
2m 0
__on n—1 .
=2 .[2 +n2 A= (n2n_1 2n>

Cette formule reste valable pour n = 0.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 37
Lundi 13 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/madx

/sin(Sm —1)dz

/de
V1— 22




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

sinp — sinq

a® — hn
(A+ B)" (matrices)
Données : n,p,q dans
N, A = (ai,j) S
Ciyj M, p(R), B = (bi;) €

M, (R) et C = AB =
(ci,j)




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 37

Exercice 1. — Compléter le

Lundi 13 janvier 2014

durée : 10 min

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
xo . .y
/xo‘ dz P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*
dr O (5 70)/5 stante  Intervalle de validité : |—oo; 2
G5 —%( — 7x)"/” + constante  Intervalle de validité : |—oo; 2|
/ ! L d In|3 — z| L + constante  Intervalles : | 3[ ou ]3;+o0]
— | —In|3—z| — —— nstan ntervalles : |—o0; ;
3—z (3—x)° v * 4(3 — )4 i 0059 O J93 o0

/sin(Bx —1)dz

1
-3 cos(3x — 1) + constante  Intervalle de validité : R

——dx
V1-—2z?

—+/1 — 22 4 constante

Intervalle de validité : ]—1; 1]

Exercice 2. — Compléter le

tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? sinp — singq 2 cos(p—;q) sin(57)
n n(n —1)
Vn > 2 ol S
=S (2) 2

n—1
Y(a,b) € R2, Vn>1, a — b (a—b)) abpr=tk

k=0
Sin € N, A et B dans n "0\ ok ek
M,(R) avec AB — BA, (A+B) ;}(JA B

P
Vie [l;n], Vjel[l;q], Cij Zai,kbk,j
k=1




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 38
Mardi 14 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner sept caractérisations de I'inversibilité d’une matrice.

Exercice 2. — Soit A une matrice vérifiant 74* — 542 — I, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son
inverse.

Exercice 3. — Dessiner une fonction admettant une limite a droite et & gauche en zy égales mais qui n’admet pas de

limite en xg.



Exercice 4. — Donner la définition de f(z) 57 —oc.

Exercice 5. — Dans la définition de f(z) iS4, 1, trouver graphiquement une valeur de § pour € = 0,1 au point xg
spécifié.
2 £
1 . g
1 I [
J : L



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne 38
Mardi 14 janvier 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner sept caractérisations de l'inversibilité d’une matrice.

Corrigé. — Soient n > 1 et A € M, (K) (ot K =R ou C). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;
(it) A est équivalente par ligne a I, ;

(¢i7) le systéme AX = 0 admet pour unique solution la solution nulle;

(v) pour tout B € M, 1(K), le systétme AX = B admet au moins une solution ;
(vi) il existe D € M, (K) telle que AD = I, ;

(vit) il existe G € M, (K) telle que GA = I,,.

Si tel est le cas, alors D = G = A~1L.

)
)
(iv) pour tout B € M, 1(K), le systétme AX = B admet une unique solution;
)
)

Exercice 2. — Soit A une matrice vérifiant 7A* — 542 — I, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son
inverse.
Corrigé. — La relation se récrit (7TA% —5A)A = I,, donc A est inversible d’inverse B = 743 — 5A.
Exercice 3. — Dessiner une fonction admettant une limite a droite et a gauche en xy égales mais qui n’admet pas de
limite en xg.
Corrigé. — 11 suffit de prendre la fonction constante égale a 0 sauf en 0 ou elle vaut 1.

Y

T x
Exercice 4. — Donner la définition de f(x) arors ile S5
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R dont +o00 est une borne et f: I — R. On dit que f tend vers —oo
en +oo et on note f(xr) — —oosi

r—+00

YA>0, dB>0, Veel, >B = f(z)<-—B.

Exercice 5. — Dans la définition de f(x) +Sa2, L trouver graphiquement une valeur de 0 pour € = 0,1 au point xg
spécifié.
2 4

1+ E\/\ANA 4: /E \
EHEEEE HIEE CHIEH s
0 130—51 IQ—(S Zo $0+52

si d = do, entre g — et zg +
0, toutes les valeurs sont dans la

bande



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 39
Jeudi 16 janvier 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice 1. — Donner la définition de f(z) — +oo.

T——00

Exercice 2. — Enoncer la formule du binéme.

PTSI de Nevers
2013-2014



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 39
Jeudi 16 janvier 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) —— +ooc.
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R dont —oo est une borne et f: I — R. On dit que f tend vers +oo

en —oo et on note f(z) —— +oo si
VYA>0, dB>0, Vexel, z<-B = f(x)> A.
Exercice 2. — Enoncer la formule du bindme.

Corrigé. — Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille qui commutent, alors

vneN, (A+B=3" (Z) AFBrk.
k=0



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°40
Vendredi 17 janvier 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min
Exercice 1. — Donner la définition de f(z) — +oo.

T——00

Exercice 2. — Enoncer la formule du binéme.

PTSI de Nevers
2013-2014



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 40
Vendredi 17 janvier 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) —— +ooc.
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R dont —oo est une borne et f: I — R. On dit que f tend vers +oo

en —oo et on note f(z) —— +oo si
VYA>0, dB>0, Vexel, z<-B = f(x)> A.
Exercice 2. — Enoncer la formule du bindme.

Corrigé. — Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille qui commutent, alors

vneN, (A+B=3" (Z) AFBrk.
k=0



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°41
Lundi 20 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
sinacosb
tan(a + b)

/ dx
1+ 22




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

somme géométrique

a® — hn
(A+ B)" (matrices)
Données : n,p,q dans
N, A = (ai,j) S
Ciyj M, p(R), B = (bi;) €

M, (R) et C = AB =
(ci,j)




PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne 41

Lundi 20 janvier 2014

durée : 10 min

2013-2014

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

V(a,b) € R?

sina cos b

sin(a 4 b) + sin(a — b)
2

Sia, bet a+bsont dans
R\ (5 +7Z),

tan(a + b)

tana + tanb
1 —tanatanbd

Intervalle : R

/ dx
1+ 22

arctan x + constante

dz

Intervalle : |—1;1] / Wiwr arcsin  + constante
-z
Vn € N*, U, {1, e2imin e2i(n_1)”/"}
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
1— I‘aisonnombre de termes
, o (premier terme) x - si raison # 1,
somme geometrique 1 — raison
(premier terme) x (nombre de termes) si raison = 1.

Si a,b,c,d sont des com-
plexes tels que ad — be # 0,

()

1 d b
ad —bc \—¢c a

n—1
V(a,b) € R?, Vn>1, a® — b" (a—b)> akpr='=k
k=0
Si A et B sont deux matrices " /n
carrées de méme taille qui (A4 B)" Z (k) Akpn—k
commutent et n € N, k=0
P
Vie [1;n], Vje[l;q], Cij > aikbiy

k=1




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N° 42
Mardi 21 janvier 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) —— —o0.
xr——+00
Exercice 2. — Soit f: R — R une fonction continue. On donne le tableau de valeurs suivant.
T -2 | =175 -15| -125 | -1 | -0,75 | -0,5 | —0,25 | O | 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5
flx) | =7 | —=2,719 | 0,25 | 2,094 3 3,156 | 2,75 1,969 | 1 | 0,031 | —0,75 | —1,156 | —1 | —0,094 | 1,75

Combien de racines peut-on en déduire que 1’équation f(x) = 0 posséde ? Donner un encadrement de ces racines. On
justifiera soigneusement les réponses.

Exercice 3. — Dessiner une fonction non continue en zy € R qui n’admet ni limite & gauche ni limite & droite (finie

ou non).




Exercice 4. — Donner I’énoncé du théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 5. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zo) a la bonne valeur).



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 42
Mardi 21 janvier 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) — —o0.

r——+00
Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R dont 400 est une borne et f: I — R. On dit que f tend vers —oo
en +0o et on note f(x) 2 She —00 i

VYA>0, dB>0, Vxel, z>B = f(z) <-A.

Exercice 2. — Soit f: R — R une fonction continue. On donne le tableau de valeurs suivant.

T -2 | -1,7% | =156 | -125 | -1 | =0,75 | =0,5 | =0,25 | O | 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

f@) | =7 | =2,719 | 0,25 | 2,094 | 3 | 3,156 | 2,75 | 1,969 | 1 | 0,031 | —0,75 | —1,156 | —1 | —0,094 | 1,75

Combien de racines peut-on en déduire que ’équation f(x) = 0 posséde ? Donner un encadrement de ces racines. On
justifiera soigneusement les réponses.

Corrigé. — On a f(—1,75) < 0 < f(=1,5) et £(0,25) <0 < f(0,5) et f(1,25) < 0 < f(1,5). Puisque f est continue sur
R, le théoréme des valeurs intermédiaires montre que f s’annule (au moins) trois fois, une fois entre —1,75 et —1,5, une
fois entre 0,25 et 0,5 et une fois entre 1,25 et 1,5.

Exercice 3. — Dessiner une fonction non continue en zp € R qui n’admet ni limite & gauche ni limite a droite (finie
ou non).
Corrigé. — 1l suffit de prendre la fonction oscillante du type z — Sin% en 0 prolongée de maniere quelconque en 0.

Y

AN\~
—/ MV

Exercice 4. — Donner I’énoncé du théoreme des valeurs intermédiaires.
Corrigé. —
Théoréme des valeurs intermédiaires. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R une

application, a et b deux points de I et yo € R. Si f est continue sur I et que yo est compris entre f(a) et f(b),
alors il existe x¢ compris entre a et b tel que f(xg) = yo.

Exercice 5. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zo) a la bonne valeur).

Corrigé. — Voir feuille distribuée.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°43
Vendredi 24 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 7 min

Exercice 1. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zp) a la bonne valeur).



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 43
Vendredi 24 janvier 2014

durée : 7 min

Exercice 1. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zo) a la bonne valeur).

Corrigé. — Voir feuille distribuée.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 44
Lundi 27 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
sin?a
tan(a — b)

/ dx
9 4 2

/(xif@—lxv)dx




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

a® — hn
(A+ B)" (matrices)
Données : n,p,q dans
N, A = (ai,j) S
Ciyj M, p(R), B = (bi;) €

M, (R) et C = AB =
(ci,j)




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 44

Lundi 27 janvier 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

R\ (3 +72),

Quantification/domaine Formule demandée Réponse
1 — cos(2a
Va € R sin? a #
Si a, bet a—bsont dans tana + tan b
tan(a — b)

1 —tanatanbd

Intervalle : R

1 T
— arctan — + constante
3 3

1 1 1

Int lle : |—1;1 d 1 2|+ — tant
ntervalle : | [ /(m—2+(2—x)2) z | In|x |—|—2_x—|—consane

n—1 q— qn .

si 1,

Vn > 2, Z 7" 1—gq a7

k=1 n—1 sig#1.

Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

n+3
(n+5)(n+2)
VneN, Sk (n+5)n+2)
k=2
Si a,b,c,d sont des com- a b\ 1 d —b
plexes tels que ad — be # 0, c d ad —bc \—c a
n—1
V(a,b) € R2, Vn>1, am — b (a—b) ) abpr=tk
k=0
Si A et B sont deux matrices " /n
carrées de méme taille qui (A+ B)" Z ( )AkB"k
commutent et n € N, k=0 k
P
Vi e [L;n], Vje[lq], Cij Zai,kb;@j

>
Il
—




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°45
Mardi 28 janvier 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner ’énoncé du théoreme de Rolle.
Exercice 2. — Donner ’énoncé de ’égalité des accroissements finis.

Exercice 3. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.

PTSI de Nevers
2013-2014



Exercice 4. — Donner ’énoncé de 'inégalité des accroissements finis.

Exercice 5. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Exercice 6. — Donner I’énoncé du théoréme de la limite de la dérivée.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 45
Mardi 28 janvier 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du théoreme de Rolle.
Corrigé. —
Théoréme de Rolle. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f: [a;b] — R. Si:

1°) f est continue sur [a ;b
2°) f est dérivable sur Ja;b|
3°) fla) = f(b)

alors il existe ¢ € Ja; b[ tel que f'(c) = 0.

Exercice 2. — Donner 'énoncé de ’égalité des accroissements finis.
Corrigé. —
Egalité des accroissements finis. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f: [a;b] — R. Si:

1°) f est continue sur [a;b];
2°) f est dérivable sur Ja;b],

alors il existe ¢ € |a; [ tel que f/(c) = W.
Exercice 3. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.
Corrigé. —
Définition d’une fonction lipschitzienne. — Soient D un domaine non vide de R, f: D — Ret M > 0.

On dit que f est lipschitzienne de rapport M sur D si

V(z,y) € D?, |f(x) = fy)| < Mz —yl.

Exercice 4. — Donner ’énoncé de 'inégalité des accroissements finis.
Corrigé. —
Inégalité des accroissements finis. — Soient I un intervalle non trivial de R et f: I — R. Si:

1°) f est dérivable sur I;

2°) |f’| est bornée par M € R, sur I,
alors f est lipschitzienne de rapport M sur I.

Exercice 5. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Corrigé. —

Caractérisation des fonctions strictement croissantes parmi les fonctions dérivables sur un
intervalle. — Soient I un intervalle non trivial et f: I — R. Si f est dérivable sur I, alors f est strictement
croissante sur I si et seulement si f’ > 0 sur I et f’ n’est identiquement nulle sur aucun sous-intervalle non
trivial de 1.

Exercice 6. — Donner I’énoncé du théoreme de la limite de la dérivée.
Corrigé. —
Théoréme de la limite de la dérivée. — Soient I un intervalle non trivial, a € I et f: I — R. Si

1°) f est dérivable sur I\ {a};
2°) f est continue sur [ ;
3°) f(x) — L€ RU{+00, -0},

r#a
alors Lﬁ:(a) — /.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 46
Mercredi 29 janvier 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.

Exercice 2. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Exercice 3. — Donner 1’énoncé du théoréme de la limite de la dérivée.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 46
Mercredi 29 janvier 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.
Corrigé. —
Définition d’une fonction lipschitzienne. — Soient D un domaine non vide de R, f: D — Ret M > 0.

On dit que f est lipschitzienne de rapport M sur D si

V(w,y) € D?, [f(z) — f(y)l < Mz —yl.

Exercice 2. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Corrigé. —

Caractérisation des fonctions strictement croissantes parmi les fonctions dérivables sur un
intervalle. — Soient I un intervalle non trivial et f: I — R. Si f est dérivable sur I, alors f est strictement
croissante sur I si et seulement si f/ > 0 sur I et f’ n’est identiquement nulle sur aucun sous-intervalle non
trivial de I.

Exercice 3. — Donner I’énoncé du théoréme de la limite de la dérivée.
Corrigé. —
Théoréme de la limite de la dérivée. — Soient I un intervalle non trivial, a € I et f: I — R. Si

1°) f est dérivable sur I\ {a};
2°) f est continue sur T ;

° /
3°) f'(x) —2 £ € RU{+00, —0oc},

T#a
alors LCJ:(G) e /.

r#a




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°47
Mercredi 5 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de la condition nécessaire d’extremum.
Exercice 2. — Donner le plan d’étude d’une suite u,+1 = f(u,) grace aux accroissements finis.
Exercice 3. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner trois conditions équivalentes a

« f surjective » (dont la définition).



Exercice 4. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner trois conditions équivalente a
« f injective » (dont la définition).

Exercice 5. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner la négation de « f injective ».

Exercice 6. — Vérifier que la relation donnée par V(z,y) € R, 2 Ry < z(1 +y?) = y(1 + 2?) est une relation
d’équivalence.



Exercice 7. — Donner la définition d’une classe d’équivalence.

Exercice 8. — Donner un exemple de fonction lipschitzienne non dérivable.

Exercice 9. — Donner un exemple de fonction continue non lipschitzienne.

Exercice 10. — Donner un exemple de fonction dérivable non C'. On ne demande pas de démonstration.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’'INTERROGATION N° 47
Mercredi 5 février 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de la condition nécessaire d’extremum.
Corrigé. —
Condition nécessaire d’extremum en un point intérieur. — Soient I un intervalle non trivial de R,

xg € et f: I — R. Si f présente un extremum local en o qui n’est pas une borne de [ et si f est dérivable
en zg, alors f'(xg) = 0.

Exercice 2. — Donner le plan d’étude d’une suite u,+1 = f(u,) grace aux accroissements finis.
Corrigé. —
Plan d’étude d’une suite récurrente via les accroissements finis. — On considére une suite définie

par son premier terme ug et Vn € N, w11 = f(uy).
1°) On cherche un intervalle I tel que ug € I et f(I) C I.
2°) On montre que 'équation f(x) = = admet une unique solution ¢ € I.
3°) On majore |f'| sur I par une constante M € [0;1[.
4°)
5°)

On utilise I'inégalité des accroissements finis pour montrer que Vn € N, |u,, — £| < M™|ug — .

On conclut que u, NS0 L.

Exercice 3. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner trois conditions équivalentes a
« f surjective » (dont la définition).

Corrigé. — La fonction f est surjective si et seulement si elle vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes :
(1) VyeY, xeX, y=f(z);
(it) f(X)=Y;

(éi7) pour tout y € Y, I'équation y = f(x) admet au moins une solution dans E.

Exercice 4. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner trois conditions équivalente a
« f injective » (dont la définition).

Corrigé. — La fonction f est injective si et seulement si elle vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :
(i) V(@.a') € X2, f(a)=f(a!) = z=2';
(i) Y(z,2") € X2, v # 2" = f(z) # f(2');

(éit) pour tout y € Y, I'équation y = f(z) admet au plus une solution dans E.
Exercice 5. — Soient X et Y deux ensembles et f: X — Y une application. Donner la négation de « f injective ».
Corrigé. — La négation est « I(x,2') € X2, f(z) = f(z') et x # 2’ »

Exercice 6. — Vérifier que la relation donnée par V(z,y) € R, 2 Ry < z(1 +y?) = y(1 + 2?) est une relation
d’équivalence.

Corrigé. — Vérifions que la relation est une relation d’équivalence. Remarquons que si = et y sont réels, on a

w(l+y°) =y(l+2%) = f = e

(7) Réflexivité :siz € X, onaz Rz car 1757 = 1753

(#) Symétrie : si (z,y) € X2, onax Ry < szcarﬁ:# — %yz:ﬁ
y

x _ Y
1422 = 14y

(#7) Transitivité : si (z,y,2) € X3 est tel que z R y et y R z, alors R z car si > et 17> alors

ez T T
422 = T+22°
Exercice 7. — Donner la définition d’une classe d’équivalence.
Corrigé. —
Définition d’une classe d’équivalence. — Soient X un ensemble muni d’une relation d’équivalence R et

x € X. On appelle classe d’équivalence de = 'ensemble Clg(z) = {y € X | * R y}.




Exercice 8. — Donner un exemple de fonction lipschitzienne non dérivable.

Corrigé. — La fonction x — || est lipschitzienne de rapport 1 (c’est 'inégalité triangulaire inverse) mais n’est pas
dérivable en 0 (demi-tangentes de pentes 1 et —1).

Exercice 9. — Donner un exemple de fonction continue non lipschitzienne.

Corrigé. — La fonction  — /z est continue sur [0;1] mais n’y est pas lipschitzienne car si x # 0, \25:00 = % =
+00.

Exercice 10. — Donner un exemple de fonction dérivable non C'. On ne demande pas de démonstration.

Corrigé. — La fonction z — 22 sin% prolongée par continuité en 0 est dérivable sur R a dérivée non continue en 0

donc n’est pas C! sur R.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°48
Jeudi 5 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
d’fL
@(eam) Domaine :
d’fL
o (cosx) Domaine :
dn
e (sinx) Domaine :
dm 1 b ]
" \ gz b omaine :
dk
@(xn) Domaine :




Exercice 2. — Enoncer la formule de Leibniz.

Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour sinp + sing. On partira des formules d’addition uniquement.

Exercice 4. — Donner et démontrer la formule pour cosacosb. On partira des formules d’addition uniquement.

Exercice 5. — Donner et démontrer la formule pour cos? a. On partira des formules d’addition uniquement.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 48

Jeudi 5 février 2014

2013-2014

durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
dn axr n _axr
VneN, VaeR @(e ) =qa"e™ Domaine : R
= cos(x +nj)
d’ﬂ
Vn e N, P (cosx) B (—=1)*cos sin =2k Domaine : R
) (=1)*sinz sin=2k+1
= sin(z +n7j)
ar .
vn € N EpD (sinz) _J(~=1)Fsinz sin=2k Domaine : R
|l (=D*cosz sin=2k+1
Vn €N, Va € R*, Vb e R (1 (—pyn—a” Domaine : R\ {—2}
n a 2\ =(-1)' maine : -
’ ’ ’ dz” \ax +b (ax + b)nt! omaime a
dc gk ik <n
VneN, VkeN, —(=") = ¢ (n=k)! T Domaine : R
dx 0 sik>n
Exercice 2. — Enoncer la formule de Leibniz.
Corrigé. —
Formule de Leibniz. — Soient n € N et I un intervalle non trivial. Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables
sur I, alors
vrel, (fg)")( Z( )f(") ()
k=0
Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour sinp + sing. On partira des formules d’addition uniquement.
Corrigé. — Si(p,q) € R? ona|sinp + sing = 2sin 224 cos 252 | En effet, si (a,b) € R?, on a sin(a+b) = sina cosb+cosasinb

et sin(a —b) = sinacosb — cosasinb donc, par somme, sin(a + b) + sin(a — b) = 2sina cosb. On conclut en posant a = 24 et

— b—qg
b= 54,

Exercice 4. — Donner et démontrer la formule pour cosacosb. On partira des formules d’addition uniqguement.

Corrigé. — Si (a,b) € R? ona

cosacosb =

cos(a+b)+cos(a—b)
2

. En effet, si (a,b) € R?, on a cos(a+b) = cosacosb—sinasinb

et cos(a — b) = cosacosb + sinasinb done, par somme, cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb d’ott le résultat.

Exercice 5. — Donner et démontrer la formule pour cos? a. On partira des formules d’addition uniquement.

Corrigé. — Sia € R, on a

2

cos(2a) = cos?a — sin? a = cos’ a —

cos™ a

2 _ 1+4cos(2a)
- 2

2

2

(1 —cos?a) =2cos?a — 1 d’out cos?a =

1+4cos(2a)

2

. En effet, si b € R, on a cos(a +b) = cosacosb —sinasinb et donc pour b = a,



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°49
Vendredi 7 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner le plan d’étude d’une suite u, 1 = f(u,) grace aux accroissements finis.

Exercice 2. — Si a, b, c et d sont quatre nombres complexe, donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
pour A = (‘; 2) La démontrer et préciser A~! lorsqu’elle existe.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 49
Vendredi 7 février 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner le plan d’étude d’une suite u, 1 = f(u,) grace aux accroissements finis.
Corrigé. —
Plan d’étude d’une suite récurrente via les accroissements finis. — On considére une suite définie

par son premier terme ug et Vn € N, w11 = f(uy).
1°) On cherche un intervalle T tel que ug € I et f(I) C I.

2°) On montre que I'équation f(x) = z admet une solution ¢ € I.

4°) On utilise I'inégalité des accroissements finis pour montrer que Vn € N, |u,, — £| < M™|ug — .
50

)

3°) On majore |f’| sur I par une constante 0 < M < 1.
)
)

On conclut que u,, e ‘.

Exercice 2. — Si a, b, c et d sont quatre nombres complexe, donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
pour A = (‘é 2) La démontrer et préciser A~! lorsqu’elle existe.

Corrigé. — | A est inversible si et seulement si ad — be # 0 et alors A™! = adl_bc ( flc _ab).
a b d —b ad — bc 0
Posons A = <c d) et B = <—c u > Ona AB = ( 0 ad—bc> = (ad — bc) L.
PREMIER CAS : ad — bc # 0. Si on pose A’ = adibCB, on a donc AA’ = I3, ce qui démontre que A est inversible

d’inverse A’.

SECOND CAS : ad —bc = 0. On a alors AB = 0. Raisonnons par I’absurde en supposant que A est inversible. En
multipliant & gauche par A=, on obtient A’AB =0 donc B=0doncd=b=c¢=a =0 et donc A =0 ce qui est
absurde car la matrice nulle n’est pas inversible. Donc A n’est pas inversible.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 50
Mardi 11 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — On pose f(z) = cosz si z € R et on considere la suite définie par ug =0 et Vn € N, w11 = f(un).
a. Montrer que f([0;1]) C [0;1]. En déduire que Vn € N, u,, € [0;1].
b. Montrer qu’il existe a € [0;1] tel que f(a) = .
c. Majorer |f’| sur [0;1] par une constante M € [0; 1] que 'on précisera et choisira la meilleure possible.
d. En utilisant 'inégalité des accroissements finis, montrer que Vn € N, |u,+1 — a] < M|u, — «|. En déduire que

n n 3
Vn €N, |up —af < M"|ug — af < M™ puis conclure que u, | =2 o

e. En déduire un court programme Python permettant de calculer une valeur approchée de o a 0,01 pres.
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 50
Mardi 11 février 2014

durée : 10 min

Exercice. — On pose f(z) = cosz si z € R et on considere la suite définie par ug =0 et Vn € N, w11 = f(un).

a. Montrer que f([0;1]) C [0;1]. En déduire que Vn € N, u,, € [0;1].

b. Montrer qu’il existe a € [0;1] tel que f(a) = a.

c. Majorer |f'| sur [0;1] par une constante M € [0; 1] que l'on précisera et choisira la meilleure possible.

d. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que Vn € N, |u, 1 — o] < M|u, — «f. En déduire que
vn €N, |up —af < M"|ug — af < M™ puis conclure que u, | —=> o

e. En déduire un court programme Python permettant de calculer une valeur approchée de a a 0,01 pres.

Corrigé. —

a. La fonction cos est décroissante sur [0;7] qui contient [0;1] et & valeurs positives donc f([0;1]) = [cos1;
1] C[[0;1] | On a ug € [0;1] et si on considére n € N tel que u,, € [0;1], alors u, 1 = f(u,) € [0;1]. Ceci montre
par récurrence que | u, € [0;1] | pour tout n € N.

b. Posons g(z) = f(x) — z. La fonction g est continue sur R (combinaison linéaire de cosinus et d’un polyndme) et
onag(0)=1>0etg(l)=cos1—1<0(car —1 < cos < 1) donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
g s’annule entre 0 et 1. Il existe donc « € [0;1] tel que m

c. La fonction f est C* sur R (fonction de référence) et on a Vo € R, f'(x) = —sinz et donc, puisque sin est
strictement croissante sur [0; 3], on a |f'(x)| = sinz < sinl < sin § = 1. Ainsi, ‘M =sinl € [0;1[‘. Clest la
‘ meilleure valeur possible ‘ car c’est la valeur prise par f’ en 1.

d. Puisque f est dérivable sur [0;1] & dérivée bornée par M sur [0; 1], I'inégalité des accroissements finis montre
quelle est lipschitzienne de rapport M sur cet intervalle, ¢’est-a-dire V(z, ) € [0;1)%, |f(z) — f(y)| < M|z — y|.
Si n € N, puisque u,, € [0;1] et € [0;1], on en déduit que ‘ [un+1 — | = |f(un) — f(a)] < Mu, — af. ‘ On a
done, sin €N, |u, —a| < Mup—1 —a| < M?|jup—2 —a| <--- < . Or puisque ug =0 et o € [0;1],
onalug—al=|a/ <1et dochnEN7

e. Le critere d’arrét est M™ < 0,01 :

from math import *

def u(precision):
''' détermine une valeur approchee du point fixe
de la fonction x -> cos(x)'"'

n=20
un = 0
k = sin(1)

while k**n > precision:
un = cos(un)
n = n+l

return un

print u(0.01)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°51
Mercredi 12 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Un constructeur automobile propose quatre coloris différents pour la carrosserie de sa nouvelle voiture
ainsi que trois coloris pour l'intérieur. Combien de combinaisons de coloris possibles y a-t-il ?

Exercice 2. — On choisit cinq personnes dans une assemblée de 30 qui contient 10 hommes et 20 femmes. Combien
y a-t-il de fagons de choisir ces 5 personnes ? Parmi tous ces possibilités, combien y en a-t-il ou il y a au moins un
homme ?

Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de BAOBAB?



Exercice 4. — Parmi les 44 présidents des Etats-Unis, quatre sont encore vivants. Parmi ceux qui ne sont plus vivants,
combien y a-t-il de dates (jour et mois seulement, on ne prend pas en compte I’année) de leur mort possibles ? Parmi
toutes ces possibilités de dates, combien y en a-t-il qui sont toutes distinctes ?

Exercice 5. — Dans une assemblée de 14 personnes (13 hommes et 1 femme), combien en tout peut-on célébrer de
mariages entre eux ?
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 51
Mercredi 12 février 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Un constructeur automobile propose quatre coloris différents pour la carrosserie de sa nouvelle voiture
ainsi que trois coloris pour Iintérieur. Combien de combinaisons de coloris possibles y a-t-il 7

Corrigé. — L’ensemble E des coloris possibles s’écrit A x B ou A est le coloris de 'extérieur et B celui de l'intérieur.
Puisque |A| =4 et |[B| =3, on a |E| = |A| x |B] =4 x 3 =[12].

Exercice 2. — On choisit cing personnes dans une assemblée de 30 qui contient 10 hommes et 20 femmes. Combien
y a-t-il de fagons de choisir ces 5 personnes ? Parmi tous ces possibilités, combien y en a-t-il ou il y a au moins un
homme ?

Corrigé. — Le nombre de fagons de choisir 5 personnes parmi 30 est (350) . Notons A ’ensemble des choix ot il y a

au moins un homme. Son complémentaire est I’ensemble des choix ou il n’y a que des femmes. Le nombre de facons de
ne choisir que des femmes est le nombre de fagons de choisir 5 personnes parmi les 20 femmes soit (250). En tout, il y a

donc (350) - (250) fagons de choisir cinq personnes dont au moins un homme.

Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de BAOBAB?

Corrigé. — Pour former un tel mot, on place d’abord les B puis les A puis le O. Le nombre de fagons de placer les B
est le nombre de facons de choisir trois positions possibles parmi six soit (g) = % = 20. Une fois les B placés, le
nombre de facons de placer les A est le nombre de fagons de choisir deux positions possibles parmi les trois restantes

soit (‘;’) = 3. Il n’y a alors plus qu’une possibilité pour le O. En tout, il y a donc (g) X (‘;’) = possibilités.

Exercice 4. — Parmi les 44 présidents des Etats-Unis, quatre sont encore vivants. Parmi ceux qui ne sont plus vivants,
combien y a-t-il de dates (jour et mois seulement, on ne prend pas en compte I’année) de leur mort possibles ? Parmi
toutes ces possibilités de dates, combien y en a-t-il qui sont toutes distinctes ?

Corrigé. — On considére qu'’il y a 365 jours par an (on néglige le 29 février). Il y a 40 présidents et chacun peut
mourir n’importe quel jour de ’année donc le nombre de dates de leur mort possible est le nombre de 40-uplets de

{1,...,365} c’est—é—dire. L’ensemble de toutes les dates possibles qui sont distinctes est le nombre de 40-uplets

d’éléments distincts de {1,...,365} c’est-a-dire (3%—54!10)! = gg—g: .
Exercice 5. — Dans une assemblée de 14 personnes (13 hommes et 1 femme), combien en tout peut-on célébrer de

mariages entre eux ?

Corrigé. — On choisit d’abord le premier couple, puis le second, etc. jusqu’au dernier couple. Le nombre de fagon de
choisir chaque couple est le nombre de facons de choisir deux personnes parmi les personnes non encore mariées soit

(72’) si n est le nombre de personnes non encore mariées. En tout, il y a donc (124) (122) (120) (g) (g) (3) (3) .




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 52
Jeudi 12 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
d’fL
@(eam) Domaine :
d’fL
o (cosx) Domaine :
dn
e (sinx) Domaine :
dm 1 b ]
" \ gz b omaine :
dk
@(xn) Domaine :




Exercice 2. — Enoncer la formule du binéme pour les matrices.

Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour cosp + cosq. On partira des formules d’addition uniquement.

Exercice 4. — Donner et démontrer la formule pour cosasinb. On partira des formules d’addition uniquement.

Exercice 5. — Donner et démontrer la formule pour tan(a + b). On prendra soin de bien quantifier la formule.
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 52

Jeudi 12 février 2014

durée : 10 min

2013-2014

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
dn axr n _axr
VneN, VaeR @(e') =qa"e" Domaine : R
= cos(x +nj)
d’ﬂ
Vn e N, P (cosx) B (—=1)*cos sin =2k Domaine : R
) (=1)*sinz sin=2k+1
= sin(z +n7j)
ar .
Vn €N @(Slnw) _J(~=1)Fsinz sin=2k Domaine : R
|l (=D*cosz sin=2k+1
Vn €N, Va € R*, Vb e R (1 (—pyn—a” Domaine : R\ {2
n a 2\ =(-1)' maine : -
’ ’ ’ dz” \ax +b (ax + b)nt! OHane a
dc gk ik <n
VYneN, VkeN, —(=") = (n=k)! T Domaine : R
dz 0 sik>n
Exercice 2. — Enoncer la formule du bindme pour les matrices.
Corrigé. —
Formule du binéme pour les matrices. — Soient A et B deux matrices carrées de méme taille a coefficients
réels ou complexes. Si AB = BA, alors
" /n
vneN, (A+B)"= Akprk,
wen, (+nr =3 (})
k=0
Exercice 3. — Donner et démontrer la formule pour cosp + cosq. On partira des formules d’addition uniquement.

Corrigé. —

. 2 _ +4 o P—
Si (p,q) € R?, alors cos p + cos ¢ = 2 cos 54 cos P54

. En effet, si (a,b) € R? on a cos(a + b) = cosacosb —

sinasinb et cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb donc, par somme, cos(a + b) 4 cos(a — b) = 2cosa cosb. On conclut en posant
a="tletb="L1 (et donca+b=peta—b=q).

Exercice 4. — Donner et démontrer la formule pour cosasinb. On partira des formules d’addition uniquement.

Corrigé. —

Si (a,b) € R?, alors cosasinb =

sin(a—b)—sin(a+b)
2

. En effet, on a sin(a+b) = sina cos b+ cosasin b et sin(a —b)

sina cosb — cosasin b donc, par somme, sin(a + b) — sin(a — b) = 2cosasinb d’ou le résultat.

sin(a+b) __

Exercice 5. — Donner et démontrer la formule pour tan(a + b). On prendra soin de bien quantifier la formule.
Corrigé. —|Sia, b et a+ b sont dans R\ (5 + nZ), alors tan(a 4 b) = {22attanb | By effet, on a tan(a +b) =

sin a cos b+cos asin b

cosacosb—sinasinbd’
sinb
cosb

+

cosa

__ tana-+ttanb

tan(a + b) = —<eas

cosa cosb

T 1—sinasinb T {_tanagtanb’

cos(a+b)

Puisque cosa # 0 et cosb # 0, on peut factoriser en haut et en bas par cosacosb, ce qui donne



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°53
Mardi 18 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Dans une classe de 14 éleves, combien peut-on former deux groupes de TP, I'un ayant 6 individus et
lautre 87
Exercice 2. — Dans une classe de 14 éléves, de combien de fagons peut-on élire un éco-délégué et son suppléant ?

Exercice 3. —
a. Dans un groupe de 7 personnes, combien y a-t-il de signes astrologiques possibles ?

b. Parmi toutes ses possibilités, combien y en a-t-il ou tous les signes sont distincts ?



Exercice 4. — On tire 5 cartes d’'un jeu de 54 cartes. Quelle est le nombre de tirages contenant le roi de trefle ou I’as
de carreau?

Exercice 5. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres d¢ COMMODE ?
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 53
Mardi 18 février 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Dans une classe de 14 éleéves, combien peut-on former deux groupes de TP, 'un ayant 6 individus et
lautre 87
Corrigé. — Une fois un des groupes choisi, 'autre groupe est entierement déterminé. Le nombre de fagons de choisir

le premier groupe est le nombre de fagons de choisir 6 éleves parmi 14 donc est (164) (qui vaut 3003).

Exercice 2. — Dans une classe de 14 éleves, de combien de fagons peut-on élire un éco-délégué et son suppléant ?
Corrigé. — 1L y a 14 choix pour I’éco-délégué puis 13 pour son suppléant soit 14 x 13 = choix possibles.

Exercice 3. —
a. Dans un groupe de 7 personnes, combien y a-t-il de signes astrologiques possibles ?

b. Parmi toutes ses possibilités, combien y en a-t-il ou tous les signes sont distincts ?

Corrigé. —

a. Il y a douze signes en tout donc le nombre de signes possibles est le nombre de 7-uplets de ’ensemble des signes

c’est-a-dire

b. C’est le nombre de 7-uplets d’éléments distincts de ’ensemble des signes c’est-a-dire (12173'7), = 15—2,' .
Exercice 4. — On tire 5 cartes d’un jeu de 54 cartes. Quelle est le nombre de tirages contenant le roi de trefle ou I'as
de carreau?
Corrigé. — Notons A I'ensemble des tirages contenant le roi de tréfle et B celui contenant 1’as de carreau. On cherche

le cardinal de AU B qui vaut |A| 4+ |B| — |[AN BJ. On a bien siir |A| = |B|. Le cardinal de A est égal au nombre de
fagon de choisir 4 cartes parmi les 53 cartes qui ne sont pas le roi de tréfle soit (543). Le cardinal de AN B est le
nombre de fagons de choisir 3 cartes parmi les 52 qui ne sont ni le roi de trefle ni 'as de carreau donc (532). Ainsi,

AuBl=[2(%) - ()

Exercice 5. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de COMMODE ?

Corrigé. — Pour former un tel mot, on place d’abord les O puis les M puis les autres lettres qui sont alors toutes

distinctes. Le nombre de fagons de placer les O est le nombre de fagons de choisir deux positions possibles parmi sept

soit (;) = 7—56 =7 x 3 = 21. Une fois les O placés, le nombre de fagons de placer les M est le nombre de fagons de

choisir deux positions possibles parmi les cing restantes soit (g) = % =5 x 2 = 10. Finalement, les lettres C,D,E
étant toutes distinctes, il y a autant de fagon de les placer que de permutations d’un ensemble & 3 élément soit 3! = 6.
En tout, il y a donc 21 x 10 x 6 =| 1260 | possibilités.



Nom : PTSI de Nevers
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INTERROGATION N° 54
Mercredi 19 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique du produit scalaire dans le plan.
Exercice 2. — Donner la définition géométrique du produit mixte (déterminant) dans le plan.
Exercice 3. — Donner deux caractérisations de la colinéarité de deux vecteurs non nuls # et ¥ du plan.

Exercice 4. — Donner la définition des coordonnées polaires du plan.



Exercice 5. — Quelle est I’angle entre les droites D: 22 —3y+1=0et D': 3z +2y—2=07

Exercice 6. — On considére la droite (D) d’équation 22 — 3y + 1 = 0. Donner un vecteur directeur de (D). Déterminer
les coordonnées du projeté de M(1,0) sur (D). Quelle est la distance de M a (D)?
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 54
Mercredi 19 février 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique du produit scalaire dans le plan.
Corrigé. —
Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient @ et ¢ deux vecteurs du plan. On
appelle produit scalaire de i et ¥ et on note u - U le réel
L 0 sigd=0ouv=0
UV=9 s e VI
l@)|1|F|| cos (@, V) sid#0etv#0
Exercice 2. — Donner la définition géométrique du produit mixte (déterminant) dans le plan.
Corrigé. —
Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient # et ¢ deux vecteurs du plan

orienté. On appelle déterminant (ou produit mizte) de @ et ¥ et on note Det(u, ¥) ou [, U] le réel

#

0 sid=

i#

o O
Sy <y
=l

Det (i, ¥) = {

et

=

all[|7] sin(@, ) s

Exercice 3. — Donner deux caractérisations de la colinéarité de deux vecteurs non nuls « et ¥ du plan.

Corrigé. —

Caractérisations de la colinéarité. — Soient ¥ un vecteur non nul du plan orienté et ¥ un vecteur.

4 et U colinéaires <= Det(,¥) =0 = JNeR, =X
(car # 0)

Exercice 4. — Donner la définition des coordonnées polaires du plan.

Corrigé. —

Définition des coordonnées polaires du plan. — Soit (O,;,j) un repeére orthonormé direct du plan
orienté. Si M est un point du plan, on appelle coordonnées polaires de M tout couple de réels (r,0) tel que

OM = rii(8) ot @(6) = cos07 + sin 6],

Exercice 5. — Quelle est ’angle entre les droites D: 22 — 3y +1=0et D': 3z +2y—2=07

Corrigé. — L’angle 0 entre D et D’ est 'angle entre les vecteurs normaux (2, —3) et 11/(3,2). On a cosf = Hﬁﬁb\.lﬁé’l\ =
1% = 0 donc les droites sont ‘ perpendiculaires ‘

Exercice 6. — On considére la droite (D) d’équation 22 — 3y + 1 = 0. Donner un vecteur directeur de (D). Déterminer
les coordonnées du projeté de M(1,0) sur (D). Quelle est la distance de M & (D) ?

Corrigé. — Un vecteur directeur de la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a, b) # (0,0) est @(—b, a) donc un vecteur

directeur de (D) est | 4(3,2) |



Notons H(x,y) le projeté orthogonal de M (1,0) sur (D). On

HM 1 (
€ (D)

a
w_l =0 3(z—1)+2y =0
] <=>{2””3+f’;
e2:0—3(1/—!—1—0 T B

[

:l
S
I

H est le projeté orthogonal de M sur (

H!

orthonorm

3r+2y =3 L1+ Ly— Lo
—
2]}—3]./——1 L2
r+5y=4 Ly
<~
2I—3y——1 Lo+ Lo —214
<:){90—1—53;—4 {x—173
_ _ 9
13y Y=13
lax +by+c| [2x1-3x0+1] | 3

Avec les notations précédentes, la distance de M a (D) est = .
P D) est = e VE T 2 V13
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Prénom : 2013-2014
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Jeudi 20 février 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

aire(ABCD)

aire(ABC)

vecteur normal & (a, b)

IS
<

(en coordonnées)

(en coordonnées)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

d(]\f7 D) (en terme de projeté)
d(]\f7 D) (en terme de vecteur normal)
d(]\f7 D) (en terme d’équation de droite)
d(M, D) (en terme de déterminant)
aTI, _ b’n,

Exercice 3. — Si a, b, ¢ et d sont quatre nombres complexe, donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
pour A = (‘é Z). La démontrer et préciser A~! lorsqu’elle existe.



PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 55

Jeudi 20 février 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Si ABCD est un parallélo- aire(ABCD) _ |Det(1@, ﬁ)l
gramme,
1
Si ABC est un triangle, aire(ABC) = §\Det(ﬁ,ﬁ)\
Y(a,b) € R?\ {(0,0)} vecteur normal & (a, b) (—b,a)
Si d(z,y) et ¥(2’,y’) en Lo o p
base orthonormée, v =Tty
Si d(z,y) et ¥(2’,y’) en Lo oy
base orthonormée directe, [, 9] oy
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Si H est le projeté d’'un _
point M sur une droite D, d(M, D) =MH
Si M est un point et D une |m 7
droite passant par A et nor- d(M, D) = —
male & 7 # 0, I
Si M(xa,yn) dans un
N 7z b
repére  orthonormé e\t d(M, D) _ laznr + byar + ¢
D:ax +by+c = 0 ol Va2 + b2
(a,b) # (0,0),
Si A et B sont deux points Y ?
Det(AM, A
distincts d’'une droite D du d(M, D) = %’7”
plan orienté, |AB|
n—1
V(a,b) € C2, Vn € N, a” —b" =(a—0) Z akpnk
k=0

Exercice 3. — Si a, b, c et d sont quatre nombres complexe, donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
pour A = (CCL 2) La démontrer et préciser A~! lorsqu’elle existe.

Corrigé. —

A est inversible si et seulement si ad — be # 0 et alors A™! = — d_bc(

1

d 7b).

—Cc a

PosonsA(i b) etB<d

d

PREMIER CAS : ad — bc # 0. Si on pose A’ =

d’inverse A’.

_b>.OnaAB(
a

1
ad—bc

—C

ad — be 0
0 ad — bc) = (ad — bc)Is.

B, on a donc AA’ = I3, ce qui démontre que A est inversible

SECOND CAS : ad —bc = 0. On a alors AB = 0. Raisonnons par I’absurde en supposant que A est inversible. En
multipliant & gauche par A~!, on obtient A~*AB =0 donc B=0doncd =b=c=a =0 et donc A =0 ce qui est
absurde car la matrice nulle n’est pas inversible. Donc A n’est pas inversible.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 56
Vendredi 21 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition des coordonnées polaires dans le plan.
Exercice 2. — Placer le point A dont les coordonnées polaire sont (—2, %’T) On placera également le repére mobile.

Exercice 3. — Donner la définition des coordonnées cylindriques dans ’espace.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 56
Vendredi 21 février 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner la définition des coordonnées polaires dans le plan.
Corrigé. —
Définition des coordonnées polaires du plan. — Soit (O,ZJ) un repere orthonormé direct du plan

orienté. Si M est un point du plan, on appelle coordonnées polaires de M tout couple de réels (r,0) tel que
Py ~ N - =
OM = ri(0) ou 4(f) = cosfi+sinb j.

Exercice 2. — Placer le point A dont les coordonnées polaire sont (—2, ‘%’T) On placera également le repére mobile.

A
T 5
u(5)
Exercice 3. — Donner la définition des coordonnées cylindriques dans ’espace.
Corrigé. —
Définition des coordonnées cylindriques dans ’espace. — Soit (O; f,j, E) un repere orthonormé direct

de Vespace orienté. Si M est un point, on appelle coordonnées cylindriques de M tout triplet (r,6,z) €
R, x R x R tel que OM = ri(6) + zk ot @(6) = cosf7 + sinf J.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION Ne° 57
Mardi 11 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique du produit scalaire dans ’espace. Quelle est 1’expression en coordon-
nées 7
Exercice 2. — Donner la définition géométrique du produit vectoriel dans I'espace. Quelle est ’expression en

coordonnées 7

Exercice 3. — Donner la définition géométrique du déterminant (produit mixte) dans I’espace. Donner la formule de
développement par rapport a la derniere ligne.



Exercice 4. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection de deux cercles. Illustrer graphiquement.

Exercice 5. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection d’une droite et d’un cercle. Illustrer graphiquement.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 57
Mardi 11 mars 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique du produit scalaire dans ’espace. Quelle est 1’expression en coordon-
nées ?
Corrigé. —
Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient « et ¢ deux vecteurs de I’espace.
On appelle produit scalaire de @ et U et on note u - ¥ le réel
Lo 0 sii=0ouv=0
UL-T=9, . _ .
l@)|1|7)| cos(@,¥) sid#0etT#0

Si d(x,y,2) et ¥(2',y’,2") dans un repére orthonormé, alors ‘ - =xx +yy + 22

Exercice 2. — Donner la définition géométrique du produit vectoriel dans I'espace. Quelle est ’expression en
coordonnées ?

Corrigé. —

Définition géométrique du produit vectoriel dans ’espace. — Soient « et ¥ deux vecteurs de ’espace
orienté. On appelle produit vectoriel de @ par ¥, noté @ A @, le vecteur @ défini par @ = 0 si @ et ¥ sont
colinéaires et, dans le cas contraire, 'unique vecteur dont les caractéristiques sont les suivantes :

1°) norme : ||| = ||| 7]||sin(, 7)| ;

N

2°) direction : W est orthogonal & @ et & ¥;

3°) sens : la base (4, U, W) est directe.

Si d(x,y,2) et ¥(a’,y’,2’) dans un repére orthonormé direct, alors @ A ¥ a pour coordonnées

vy
J yz’ _ zy’
!
| 2z = | za’ —x2
xr T / ’
vz zy’ — yx
vy
Exercice 3. — Donner la définition géométrique du déterminant (produit mixte) dans I’espace. Donner la formule de

développement par rapport a la derniere ligne.

Corrigé. —

Définition géométrique du déterminant dans 1’espace. — Si u, ¢ et W sont trois vecteurs de 'espace
orienté, on appelle déterminant (ou produit mixte) de (@, ¥, w) le réel noté Det(u, ¥, W) ou [u, U, W] défini par

Det(i, #,w) = (@ A¥) - @

Siz,y,... 2" sont des réels, on a
! "
r r T / " " /
/ | _ |7 r|rx n|t
y vy _zy/ y//_ yy//+zyy/
z Z/ Z//
Exercice 4. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection de deux cercles. Illustrer graphiquement.

Corrigé. — Soient C et C’ deux cercles de centres €2 et €’ distincts et de rayons R > 0 et R’ > 0.
() Si|R— R'| < QY < R+ R/, alors l'intersection de C et C' contient deux points.
(#4) Si QY =R+ R ou QY = |R — R/|, alors l'intersection de C et C’ est réduite a un point.
(#7) Si QQ < |R— R/| ou Q' > R+ R/, alors l'intersection de C et C’ est vide.



(99 (3 P(Je

OV <|R-R| QU=|R-R| |[R-R|<QQY <R+R QU=R+R Q0 >R+ R

ICNC'=0 cnc|=1 cCNC| =2 cnC|=1 ICNC'=0
cercles tangents cercles tangents
intérieurement extérieurement
Exercice 5. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection d’une droite et d’un cercle. Illustrer graphiquement.
Corrigé. — Soient C un cercle de centre 2 et de rayon R > 0 et D une droite.

() Sid(,D) > R, alors C N D est vide.
(#) Sid(§), D)= R, alors C N D réduite & un point.
(#i¢) Sid(2, D) < R, alors C N D contient deux points.

oNeNe

|CmD|—0 |CmD\_1 ICND|=2

droite tangente



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N° 58
Mercredi 12 février 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

aire(ABCD) (dans le plan)
aire(ABC) (dans le plan)
volume(ABCDA'B'C'D’") (dans Vespace)
volume(ABCD) (dans espace)
UNT (en coordonnées)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

d(M, D) (en terme de projeté)
d(M, D) (en terme d’équation de droite)
d(M, P) (en terme d’équation de plan)
aTI, _ b’n,

a2n+1 + b2n+ 1




PTSI de Nevers

2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 58

Mercredi 12 février 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
S ABUD est un parallélo- aire(ABCD) — |Det(AB, AD)|
gramme du plan orienté,
. . 1
Si ABC" est/ un triangle du aire(ABC) _ f\Det(E, ﬁ)‘
plan orienté, 2
Si ABCDA'B'C'D’ est un N
parallélépipede de espace | volume(ABCDA'B'C'D') | = [Det(AB, AD, AA")|
orienté,
. ) s 1
5 ABOD est un tétracdre volume(ABCD) — _|Det(AB, AC, AD)|
de ’espace orienté, 6
vy
Si d(x,y,2) et v(a’,y,2") z 2 yz' — 2y
en base orthonormée di- UNT = |;;i| = | za’ — a2’
recte, vz xy —ya'
yy
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Si H est le projeté d’un _
point M sur une droite D, d(M, D) = MH
Si M(xzap,ynm) dans un
repére  orthonormé et d(M, D) _axn 4 by + ¢
D:ax +by+c = 0 ou ’ o VaZ £ b2
(a,b) # (0,0),
Si M(:L‘]w, YM 5 Z]y]) dans
un repeére orthonormé et d(M, P) _axar + by + e+ d|
P:ax+by+cz+d=20 ’ o VaZ £ b2 + 2
ol (Cl, ba C) 7& (07 Oa 0)7
n—1
V(a,b) € C?, Vn € N*, a® —b" =(a—0b)) dpnF
k=0
2n 2n
¥(a,b) € C2, ¥n €N, a?mth 4 pPn =(a+b)> a"(=b)*"F =(a+b) ) (~1)Fakp>*
k=0 k=0




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 59
Jeudi 13 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la colinéarité dans I’espace orienté pour
deux vecteurs 4 et .

Exercice 2. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de I'orthogonalité dans 1’espace orienté pour
deux vecteurs 4 et ¥.

Exercice 3. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la coplanarité dans 1’espace orienté pour
trois vecteurs i, U et .



Exercice 4. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection d’une sphére et d’une droite. Illustrer graphique-
ment.

Exercice 5. — Donner les différentes possibilités pour I'intersection d’une spheére et d’un plan. Illustrer graphiquement.

Exercice 6. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection de deux spheres. Illustrer graphiquement.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 59
Jeudi 13 mars 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la colinéarité dans I’espace orienté pour
deux vecteurs @ et v.
Corrigé. — Il y a équivalence entre
(z) U et ¥ colinéaires
E[GWD)! €R2 i + pt =0
=\ (valable si @ # 0)

Exercice 2. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de I'orthogonalité dans 1’espace orienté pour
deux vecteurs 4 et ¥.
Corrigé. — Il y a équivalence entre

(i) U et ¥ orthogonaux

Exercice 3. — Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la coplanarité dans 1’espace orienté pour
trois vecteurs i, U et .

Corrigé. — Il y a équivalence entre
(i) U, U et @ coplanaires
i) A\, p,v) € R, N + pt 4 v =0
jiit) 3\, 1) € R2 0 = \i + pi (valable si @ et ¥ non colinéaires)
() Det(d, v, @) =0
) @ A ¥ orthogonal & W
Exercice 4. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection d’une sphere et d’une droite. Illustrer graphique-
ment.
Corrigé. — Soient S une sphere de centre €2 et de rayon R > 0 et D une droite.
(i) Sid(Q2,D) > R, DN S est vide.
(i) Sid(2,D) =R, DN S est réduite & un point.
(#i¢) Sid(92,D) < R, DN S contient deux points.

Exercice 5. — Donner les différentes possibilités pour I'intersection d’une spheére et d’un plan. Illustrer graphiquement.

Corrigé. — Soient S une sphere de centre ) et de rayon R > 0 et P un plan.
(¢) Sid(Q2,P) > R, PN S est vide.
(it) Sid(Q2,P) =R, PN S est réduite & un point.

(#i¢) Sid(92, P) < R, PN S est un cercle du plan P.

Exercice 6. — Donner les différentes possibilités pour l'intersection de deux spheres. Illustrer graphiquement.

Corrigé. — Soient S et S deux spheres de centre et ' distincts et de rayons R > 0 et R’ > 0.

(7) L’intersection de S et S’ est formée d’un cercle si et seulement si |[R — R'| < QY < R+ R'.

(7) L’intersection de S et S’ est formée d’un unique point si et seulement si Q' = R+ R’ ou Q' = |R — R/|.
(#7) L’intersection de S et S’ est vide si et seulement si QQ < |R — R'| ou QQ' > R+ R.



Nom :
Prénom :

PTSI de Nevers
2013-2014

INTERROGATION N° 60

Vendredi 14 février 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

volume(ABCDA'B'C'D") (dans Vespace)
UNT (en coordonnées)

d(M, D) (dans le plan et en terme d’équation de droite)

d(]\47 P) (en terme d’équation de plan)

d(M, D)

(dans ’espace, en terme de point et vecteur directeur)




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 60
Vendredi 14 février 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Si ABCDA'B'C'D’ est un N
parallélépipede de espace | volume(ABCDA'B'C'D') | = [Det(AB, AD, AA")|
orienté,
vy
Si d(x,y,z) et v(z',y',2") z 7 yz' — 2y’
en base orthonormée di- UNT = |;;i| = | za’ — a2
recte, vz xy' — ya'
vy
Si M(xa,ym) dans un
N 7’ b )
repere  orthonormé e\t d(M, D) _ |a:vM + bynm + c|
D:ax 4+ by +c = 0 ou VaZ + b2
(a,b) # (0,0),
Si M(xn,ym,zm) dans
un repere orthonormé et d(M, P) _axar + by + e+ d|
P:ar+by+cz+d=0 ’ o VaZ £ 02 £ 2
ou (a,b,c) # (0,0,0),
Si D est une droite de I’es-
pace orienté passant par [|AM A
un point A et dirigée par (||l
iU # 0 et si M est un point,




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°61
Mardi 18 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction dominée par une autre.

Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction négligeable devant une autre.

Exercice 3. — Donner la définition de deux suites équivalentes.



Exercice 4. — Soient (p)neN, (Bn)neN, (Yn)nen (0n)nen quatre suites réelles ne s’annulant pas et f une fonction
R — R. Remplir le tableau suivant en utilisant les lignes logiques = ou =% et en fournissant un contre-exemple le
cas échéant (on ne demande pas de justifier ce contre-exemple).

Hypotheéses Lien logique Conclusion Contre-exemple
Qo ™ ﬁn
n—+00 Qn + Tn n%rioo Bn + 6n
n n—too O
Qg ™~ ﬁn
n——+00 5 } QpVn n—;\-?-oo Bnén
Tn n—)’\-?-oo n
Qo n—;\—/}—oo ﬂn e7%) N Bi
Yn n—;\-i—oo (5n Yn n—rtoo 5n
« ~
™ n—oo Bn Va e R, aof et Z
Vn? aﬂ,? /B'I'L > O " e
Qn n—foc0 P O‘Z n—Joo ﬂg
n ™ o Bn flan) n—Yoo f(Bn)
Exercice 5. — Pour chacun des dessins suivants correspondant a l’allure locale d’une fonction usuelle f, donner le

développement de f sous la forme f(x) =, bx + o(x).
x—

Allure Développements Allure Développements
. R4
L4 L4
4 L4
/ ’
4 4
L4 L4
L4 L4
L4 [ 4
. R4
L4 L4
4 L4
L4 L4
4 (d
4 4
L4 L4
L4 L4
L4 L4
L4 [ 4




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°61
Mardi 18 mars 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction dominée par une autre.
Corrigé. —
Définition d’une fonction dominée par une autre. — Soient [ un intervalle non trivial de R, 2y un
point ou une extrémité (éventuellement infinie) de I, f, p: I — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé de zg.
On dit que f est dominée par ¢ au voisinage de xo, et on note f(z) = O(p(x)), si & est bornée sur au
voisinage de xg.
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction négligeable devant une autre.
Corrigé. —
Définition d’une fonction négligeable devant une autre. — Soient I un intervalle non trivial de R,

Zo un point ou une extrémité (éventuellement infinie) de I, f,: I — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé
de . On dit que f est négligeable par ¢ au voisinage de zg, et on note f(x) = o(p(x)), si

z—x(

Exercice 3. — Donner la définition de deux suites équivalentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites équivalentes. — Soient (o) et (8,) deux suites réelles ne s’annulant pas
a partir d’'un certain rang. On dit que () est équivalente a (f,) et on écrit que «, By lorsque
QOn
B nS+o0
Exercice 4. — Soient (@, )nen, (Bn)nen, (Yn)nen (0n)nen quatre suites réelles ne s’annulant pas et f une fonction

R — R. Remplir le tableau suivant en utilisant les lignes logiques = ou =~ et en fournissant un contre-exemple le
cas échéant (on ne demande pas de justifier ce contre-exemple).

Hypotheses Lien logique Conclusion Contre-exemple
Q. ~
Tn n—too o0
Q. ~
Tt oo On
An o0 P N P
T oo On Tn ntoo Oy
« ~
" n oo P = VaeR, af ~ pb
Vn, ap,Bnr >0 oo
n o Bn = M Moo Br an=n+1let B, =n
An oo P ad flem) n—%o0 f(Br) f(x) =€ an=n+1let B, =n




Exercice 5. — Pour chacun des dessins suivants correspondant a l’allure locale d’une fonction usuelle f, donner le

développement de f sous la forme f(z) =t bx + o(x).
r—

Allure

Développements

Allure

Développements

sinz = =+ o(x)
z—0

arctanz = x4+ o(x)
z—0

she = z+o(x)
z—0

tanz = x4+ o(x)
z—0

arcsinz = x4+ o(x)
z—0

Vitz = 1+ 3z +o(z)
z—0
In(l1+2z) = =+ o(z)
—0

x

e’ :01+1'+0(CE)

T—




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 62
Mardi 18 mars 2014 apres-midi

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites données paramétri-
quement par D: x =1+t y=1—t,z2=1+tet D:x=t,y=1+t¢t 2=1.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 62
Mardi 18 mars 2014 apres-midi

durée : 10 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites données paramétri-
quement par D: z =1+t,y=1—t,z=1+tet D :z=t, y=1+t,2=1.

Corrigé. — Puisque R? est muni de sa base canonique qui est orthonormée directe, on peut utiliser les formules usuelles
pour les produits scalaires, déterminants et produits vectoriels.

PREMIERE ETAPE : points et vecteurs directeurs de D et D'. — La droite D est la droite passant par A(1,1,1) et
dirigée par (1,—1,1) et la droite D’ celle passant par A’(0,1,1) et dirigée par (1, 1,0).

o

DEUXIEME ETAPE : vecteur normal ¥ d 4 et @'. — Puisque @ A @' = (—1,1,2) est non nul, on prend 7 = (—1,1,2)
comme vecteur normal & 4 et 4.

TROISIEME ETAPE : équation du plan P contenant D et paralléle ¢ ¥. — Le plan P est le plan passant par A et
normal & & = ¢ AU = (—3,-3,0) donc & (1,1,0). Il a donc pour équation z +y + d = 0 ou d se calcule en écrivant que
A appartient a ce plan : 1 + 1+ d = 0 donc d = —2. Ainsi, P a pour équation z +y — 2 = 0.

QUATRIEME ETAPE : équation du plan P’ contenant D' et paralléle d ©'. — Le plan P’ est le plan passant par A’ et
normal & & = @' AU = (2,—2,2) donc normal & (1,—1,1). Il a donc pour équation z —y+z+d=0001 —1+1+d=0
c’est-a-dire d = 0 donc P’ a pour équation x —y + z = 0.

CINQUIEME ETAPE : représentation paramétrique de la perpendiculaire commune. — La droite coupant perpen-
diculairement D et D’ est U'intersection de P et P’ (qui ne sont pas paralléles car « et @' sont non proportionnels).
Déterminons-en une représentation paramétrique :

Yy—2=0 2 e
T —2= =2—-z
{ Y <:>{y = Jy=2-12z
r—y+z2=0
z=2-2x

’ La perpendiculaire commune & D et D’ est la droite passant par B(0,2,2) et est dirigée par v. ‘

En résolvant le systéme différemment, on trouve a la place : B(2,0,—2) ou bien B(1,1,0).



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N°63
Mercredi 19 février 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

aire(ABCD) (dans le plan)
aire(ABC) (dans le plan)
volume(ABCDA'B'C'D’") (dans Vespace)
volume(ABCD) (dans espace)
UNT (en coordonnées)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

d(M, D) (en terme d’équation de droite)
d(M, P) (en terme d’équation de plan)
d(M, D) (dans l'espace, en terme de point et vecteur directeur)
aTI, _ b’n,

(a+0d)"




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 63
Mercredi 19 février 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
S ABUD est un parallélo- aire(ABCD) — |Det(AB, AD)|
gramme du plan orienté,
. . 1
Si ABC" est/ un triangle du aire(ABC) _ f\Det(E, ﬁ)‘
plan orienté, 2
Si ABCDA'B'C'D’ est un N
parallélépipede de espace | volume(ABCDA'B'C'D') | = [Det(AB, AD, AA")|
orienté,
. ) s 1
Si ABOD cst un tétratdre volume(ABCD) — - |Det(AB, AC, AD)|
de ’espace orienté, 6
vy
Si d(x,y,2) et v(a’,y,2") z 2 yz' — 2y
en base orthonormée di- UNT = |;;i| = | za’ — a2’
recte, vz xy —ya'
yy
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse

Si M(xp,ynm) dans un
repere orthonormé et

_azp 4 by + ¢

D:ax +by+c = 0 ou d(M, D) VaZ £ b2

(a,b) # (0,0),

Si M(:cM, Ym s Z]u) dans

un repeére orthonormé et d(M, P) _axar + byn + e+ d|

P:ax+by+cz+d=0 ’ o VaZ £ b2 + 2

ol (a7 ba C) 7é (07 Oa 0)7

Si D est une droite de l'es- .

pace orienté passant par |[AM A

- e d(M, D) =

un point A et dirigée par [l2]|

iU # 0 et si M est un point,
n—1

V(a,b) € C?, Vn € N*, a® —b" =(a—0b)) 7k
k=0

Y(a,b) € C?, Vn € N, (a+b)" => <Z) akpnr

k=0




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 64
Jeudi 20 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a I'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

1+

In(1+x)

arctan

COosT

sinx




Exercice 2. — Dire si les écritures suivantes sont des développements limités et donner la raison si tel n’est pas le cas.

Formule DL? Justification si tel n’est pas le cas




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L'INTERROGATION N° 64
Jeudi 20 mars 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1 2 .3, .4 5 6 7 7
= l—-zs+az°—a+2"—2°+z2°—z" 4+ o(z")
1+2x z—0
1 2.3, 4 5 6 7 7
= l4z+a*+a+2"+2°+2°+z" 4+ o(z")
1—=z z—0
2 3 4 5 6 7
x x x x x x
In(1 N T T B A B 7
n(l+2) B T S S S
" B 3 L 2’ + o(z")
arctan 0% 3 3 - tolz
22 23 ot ab 20 z’ 7
x - 1 B T N A
¢ B S T A7 a7 Rl T R v R
2 4 6
s T 7
cos Sl e T o)
sin x = x—m—g—l—m—s— il +o(z")
2—0 6 120 5040
Exercice 2. — Dire si les écritures suivantes sont des développements limités et donner la raison si tel n’est pas le cas.
Formule DL? Justification si tel n’est pas le cas
fl) = z+4+o(x) non on n’est pas en un point fini
r——+o0
flx) = 14+ (x—-1)2%+o((xz —1)3) oui
r—1
f(z) = 1+z7t + 22+ o(x?) non la partie non négligée n’est pas un polynéme
z—




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 65
Vendredi 21 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a I'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

1+

In(1+x)

arctan x

COS T

sin x

chx

shz




Exercice 2. — Dire si les écritures suivantes sont des développements limités et donner la raison si tel n’est pas le cas.

Formule DL? Justification si tel n’est pas le cas

flx) = z+o(x™)

x—0




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 65
Vendredi 21 mars 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1
= 1l—a+2?—234+2 — 25+ 25 — 2" + o(z")
1+2x z—0
22 23 2t 2 2% 2"
In(1 = r——4+——-——4+——-—+4+ — T
n(l+2) e T S A S
x> 25 2T "
arctan x mjox—gﬁ-?—?—&-o(gc)
= 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+$7+(7)
€ = T+ —+—+ -+t o(x
z—0 2 6 120~ 720 5040
2?2 x2S
= 1 _ — _—— ——
cose ol TS T ar g o)
) 3 n x° 27 +o(z")
sinz = r——4+-—- o(x
z—0 6 120 5040
2?2 xt af
h = — —_— —_—
ch ST T ar Ty o)
x> 2 27
h = —+— 7
sh S0t T 1z T soa0 @)

Exercice 2. — Dire si les écritures suivantes sont des développements limités et donner la raison si tel n’est pas le cas.
Formule DL? Justification si tel n’est pas le cas
f(x) =, &t o(x™1) non le terme négligé n’est pas un z" avec n € N

z—
flz) = 14xz+4+2°+o0(x) non le point n’est pas fini
r—r—00




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 66
Mardi 25 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Si a € R, rappeler le développement limité de z —— (1 + x)® & un ordre n € N* en 0.

Exercice 2. — Donner le développement limité de x — /1 — 22 & l'ordre 5 en 0.

shax

Exercice 3. — Donner le développement limité a 'ordre 4 en 0 de x —— 2.




PTSI de Nevers

2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 66
Mardi 25 mars 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Si a € R, rappeler le développement limité de z — (1 + 2)® & un ordre n € N* en 0
Corrigé. — On a

Vn € N*, Va eR,

(I+u)®

Notons qu’en fait le o(u™) est un O(u™*1).

Exercice 2. — Donner le développement limité de  — v/1 — 22 & I'ordre 5 en 0.

Corrigé. — On prend u = —? (qui tend bien vers 0 avec x) et o = % dans la formule précédente, ce qui donne

(1—2)P =1 +uw)> =

—1 5
=, 1+aut ezl y? 1 O(u?) =,[1-32% — ga* +o(e”)
Exercice 3. — Donner le développement limité a 1'ordre 4 en 0 de x —
Corrigé. — On a

sha
cosx”®

shz :C—i—%—&-o(:c‘l) 1+%2+0(m3)
= =
cosz v=0 1 — L 4 o(z3) a0 1+u ’

N 2
ouu=—2%

*- + o(x?) tend vers 0 avec x donc

coS T =0 z(1+ % +o(z®))(1 —u+O(?) =

= @1+ 5 +0@)(1+ 5 +o(2®) + O(a))
2 +0(a®)(1+ 5 + o(z?))

1 2,2 3 —
= (14 527 +o(x”)) o
REMARQUE : il est important d’utiliser u%u =1—u+ O(u?) et non =

i7a = 1 —u+o(u) car sinon on obtiendrait
1+ % +o(z®) +o(z?) =1+ ‘"”2—2 + o(2?) et le résultat final ne serait pas & l'ordre 4.

z+ 22° + o(z?)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 67
Mardi 25 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Dans R?, on considére la courbe P d’équation y = x2. Si t € R, on pose f(t) = t2.
a. Soit t € R. Donner I'équation de la tangente (7}) au point (¢,¢2) de P. En déduire un vecteur normal non nul 7i;
a cette droite.
b. Si A(a,b) est un point du plan, on note H; le projeté orthogonal de A sur (T}). Déterminer les coordonnées de H;.

c. On suppose dans cette question que A(0, i) Simplifier les coordonnées de H;. Montrer que, lorsque ¢ varie dans
R, H; appartient a un ensemble &£ simple dont on déterminera les éléments caractéristiques. Faire un dessin en
faisant figurer P, A, une tangente (7;) de votre choix, le point H; correspondant et ’ensemble £.






PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 67
Mardi 25 mars 2014

durée : 10 min

Exercice. — Dans R?, on considére la courbe P d’équation y = 22. Si t € R, on pose f(t) = t2.
a. Soit t € R. Donner I'équation de la tangente (73) au point (¢,¢2) de P. En déduire un vecteur normal non nul 7,
a cette droite.
b. Si A(a,b) est un point du plan, on note H; le projeté orthogonal de A sur (T}). Déterminer les coordonnées de H;.

c. On suppose dans cette question que A(0, i) Simplifier les coordonnées de H;. Montrer que, lorsque ¢ varie dans
R, H; appartient & un ensemble £ simple dont on déterminera les éléments caractéristiques. Faire un dessin en
faisant figurer P, A, une tangente (73) de votre choix, le point H; correspondant et I’ensemble £.

Corrigé. —
a. La fonction f est dérivable sur R (fonction polynéme) donc la tangente (7;) a pour équation y = f/(t)(z—t)+f(t) =
2t(z —t) + t? = 2tx — t? c’est-a-dire ‘ (Ty): 2tz —y —t2 =0 ‘

Un vecteur normal & (T3) est donc | 7(2t, —1) | qui est non nul car sa deuxiéme coordonnée lest.
b. On a

Hy(z,y) est le projeté orthogonal de A sur (T3)

H, e (T)) 2r —y—12 =0
PEVY = AxeR, {z=a+2t2
AH; colinéaire a 7y , - £0
K y=b—\
2ta+ 4PN —b+ A —t2=0 (1+4t2)\ = —2ta+ b+ t2
<— JINER, T =a-+ 2t\ <~ dX eR, T =a-+ 2t\
y=b—A\ y=b—A\
_ —2tatbtt?
A= 1@11:; ) . r = 2+2thra
— IR, o — atdt a714_~t_4(22+2tb+2t — B (4b1j14)§2+2m
car 1 4+4t2 #£0 _ b+4t%b42ta—b—t> = T 1442
y= 1+4¢2

2t34+1¢
T+4t2

0) c’est-a-dire | Hy(%,0) |

c. Lorsque a =0et b= %, on obtient Hy(

I’ensemble des points de coordonnées (%, 0) lorsque t varie dans R est la droite passant par (0,0) et dirigée par

(3,0) cest-a-dire que | € est 'axe des abscisses \

Voici la représentation graphique :




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 68
Mercredi 26 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1
1—-2x
In(1+ x)
arctan x
el’
chz

Exercice 2. — Si «a € R, rappeler le développement limité de z — (1 + x)* & un ordre n € N* en 0.



Exercice 3. — Donner le développement limité de 2 — v/1 + 23 & I'ordre 7 en 0.

arctanx

Exercice 4. — Donner le développement limité a 'ordre 4 en 0 de x —— #5327



PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 68
Mercredi 26 mars 2014
durée : 15 min
Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole Y "), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1
= 14+ +23+ 22 + 25+ 25+ 27 + o(z")
1—2x z—0
22 23 2t 2> 2% 2T
In(1 = r—-—4+—=——-——4+—=———+4 = 7
n(l+2) B T TR Sl S SR
" B z3 n a7 +o(z")
arctan o 3 3 - tolz
@ 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+x7+(7)
€ = T+ —+ =+ 7+t o+ oo o(x
z—0 2 6 24 120 720 5040
22zt 2
h = 14+—4+—+_—= T
cha Solt g T ag g tole)
Exercice 2. — Si a € R, rappeler le développement limité de 2 — (1 + 2)* & un ordre n € N* en 0.
Corrigé. — On a
. e mala—D.a—(k=1) .
VneN*, YaeR, (1+wu) u:)01+; ] u® + o(u™)
Notons qu’en fait le o(u™) est un O(u™*1).
Exercice 3. — Donner le développement limité de & — /1 4+ 23 & l’ordre 7 en 0.
Corrigé. — On prend u = 2 (qui tend bien vers 0 avec x) et o = i dans la formule précédente, ce qui donne
3\1/3 _ o _ ala—1) 2 3y _ 1.3, 1(=9) 6 9y _ 1,3 _ 3.6 7
1+ 233 =1 +uw) uzol—i—au—&—Tu +O(u )uzol—&—zm + 522" + O(x )m:>0 1+ 2% — 52° +o(x')
Exercice 4. — Donner le développement limité a ’ordre 4 en 0 de x —— argfl%
Corrigé. — On a
arctan x— % + o(z?) 1+ % +o(z?)

chz -0 14+ L; + o(x3) 2—0

N 2
ot u = Z- + o(z®) tend vers 0 avec z donc

arctanx 22 3 B P

W ];:)0 .T(]. 3 +0(l ))(1 U+O(U )) x:O
_ _z 3 _z 3)) —
= a(l= 5 4o(@)(1- 5 +o(ah) =

)

1+u




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°69
Jeudi 27 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner le développement limité de z — /1 — 2 & l'ordre 2 en 0.

Exercice 2. — Donner le développement limité & ’ordre 4 en 0 de z — arctan(sin z).



Exercice 3. — Rappeler le développement de z — tanx a ’ordre 3 en 0. En déduire le développement limité a

l'ordre 2 en 0 de z — 1nt(a1n+a;)~




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 69
Jeudi 27 mars 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner le développement limité de z — /1 — 2 & l'ordre 2 en 0.
Corrigé. — Si on pose u = —z (qui tend bien vers 0 avec z) et o = %, on a

V1i—z=(1+u)" = 14 au + @uQ—l—o(uz)
u—s
s(1-9)
2

= 11—tz — &2+ o(a?)

= 1-gz+ (—z)% 4 o(z?)

-0
Exercice 2. — Donner le développement limité & 'ordre 4 en 0 de z — arctan(sin z).
Corrigé. — On a
arctan(sinz) = arctan(x — %3 + o(z*)) = arctanu

z—0

< 3
ot u =z — % + o(x*) tend vers 0 avec  donc

. o T 4
arctan(sin ) SouT gt o(u?)
3
ot L — Lz +o(z))® + o(z")
3
Tt L — 1231+ o(z))® + o(z?)
Sl
= |z —12® 4 o(z?)
z—0
Exercice 3. — Rappeler le développement de z — tanx a ’ordre 3 en 0. En déduire le développement limité a
lordre 2 en 0 de z — ltanm .
n(l+z)
Corrigé. —On a|tanz = x+ % + o(2?) | donc
tanz x—l—%s—&-o(x?’) _ 1+%2+0($c2) _ 1—}—%4—0(3:2)
In(l+2) o0 g — £ 4 2 4 o(23) 220 1 — £ + £ 4 o(32) @0 14w
oltu=—%+ %2 + o(2?) tend vers 0 avec x donc
tan x

B3 3] 50 1+ 5+ —ut v’ +ow?))

SO+ o) (145 -

Ll

x

3
1+Z +oz)1+2 -2
0 3 273

Al

x

2
O(1+%+o(a:2))(1+§—f—2

Al

x

= |1+ 1z 4 12” + o(2?)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 70
Vendredi 28 mars 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Dans R?, on considére la courbe P d’équation y = x2. Si t € R, on pose f(t) = t2.
a. Soit t € R. Donner I'équation de la tangente (7}) au point (¢,¢2) de P. En déduire un vecteur normal non nul 7i;
a cette droite.
b. Si A(a,b) est un point du plan, on note H; le projeté orthogonal de A sur (T}). Déterminer les coordonnées de H;.

c. On suppose dans cette question que A(0, i) Simplifier les coordonnées de H;. Montrer que, lorsque ¢ varie dans
R, H; appartient a un ensemble &£ simple dont on déterminera les éléments caractéristiques. Faire un dessin en
faisant figurer P, A, une tangente (7;) de votre choix, le point H; correspondant et ’ensemble £.






PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 70
Vendredi 28 mars 2014

durée : 10 min

Exercice. — Dans R?, on considére la courbe P d’équation y = 22. Si t € R, on pose f(t) = t2.
a. Soit t € R. Donner I'équation de la tangente (73) au point (¢,¢2) de P. En déduire un vecteur normal non nul 7,
a cette droite.
b. Si A(a,b) est un point du plan, on note H; le projeté orthogonal de A sur (T}). Déterminer les coordonnées de H;.

c. On suppose dans cette question que A(0, i) Simplifier les coordonnées de H;. Montrer que, lorsque ¢ varie dans
R, H; appartient & un ensemble £ simple dont on déterminera les éléments caractéristiques. Faire un dessin en
faisant figurer P, A, une tangente (73) de votre choix, le point H; correspondant et I’ensemble £.

Corrigé. —
a. La fonction f est dérivable sur R (fonction polynéme) donc la tangente (7;) a pour équation y = f/(t)(z—t)+f(t) =
2t(z —t) + t? = 2tx — t? c’est-a-dire ‘ (Ty): 2tz —y —t2 =0 ‘

Un vecteur normal & (T3) est donc | 7(2t, —1) | qui est non nul car sa deuxiéme coordonnée lest.
b. On a

Hy(z,y) est le projeté orthogonal de A sur (T3)

H, € (T) 2r —y—12=0
PEVU = A eR, {z=a+2\
AH; colinéaire a 7y, — £5
¢ y=b—\
2ta+ 4PN —b+ A —t2=0 (1+4t2)\ = —2ta+ b+ t2
<~ JdA eR, T =a-+ 2tA <~ dX eR, T =a-+ 2tA
y=b—\ y=b—A\
_ —2tatbtt?
A= 1?;11:; ) . T = 2t3+2tb2+a
= INER, (= obitazilopihidt )42t
car 1 4+4t2 #£0 _ b+4t%b42ta—b—t> - 1+4¢2
y= 1+4¢2

2t34+1¢
T+4t2

0) c’est-a-dire | Hy(%,0) |

c. Lorsque a =0et b= %, on obtient Hy(

I’ensemble des points de coordonnées (%, 0) lorsque t varie dans R est la droite passant par (0,0) et dirigée par

(3,0) cest-a-dire que | € est 'axe des abscisses \

Voici la représentation graphique :




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION Ne° 71
Mardi ler avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Dessiner ’allure locale de la fonction f qui a le développement limité donné.
1+ 1+ 1+
1 1 1
f(@) =, &+ 2+ o(z?) f(@) =, 1—a%+o(z?) f(@) = -1+ 3z — 2%+ o(z?)
Exercice 2. — Donner I’énoncé du critére du sous-espace vectoriel.
Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 71
Mardi ler avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Dessiner 'allure locale de la fonction f qui a le développement limité donné.

2013-2014

b4 -
* " -
o ,‘\
,° it /
l‘ » £ *
flx) =, x+a%+ o(z?) fl@) =, 1-2%+o0(z®) f(z) = —14 32— 2+ o(a?)
Exercice 2. — Donner 1’énoncé du critere du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient E un K-espace vectoriel (ot K = R ou C). Un ensemble F
est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si
(i) FCE;
(it) Og € F';

(iii) V(A p) € K2, V(z,y) € F?, Mx+puy€eF.

Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.
Corrigé. —
Caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires. — Soient E un K-espace vectoriel

(ot K =R ou C) et X une partie non vide de E. On a

Veet(X) ={Mx1 4+ -+ Azn [n>1 (A,..., ) €K™ et (21,...,2,) € X"}

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.
Corrigé. —
Définition d’une droite vectorielle. — Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel d’un espace E

de la forme Vect(z) avec = # Op.

forme Vect(x,y) avec x et y non proportionnels.

Définition d’un plan vectoriel. — Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel d’un espace E de la




Nom :

PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N° 72
Mercredi 2 avril 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

k=0
ok 1
oK+

Exercice 2. — Donner et démontrer la formule pour cosp + cosgq.



Exercice 3. — Donner, sous forme explicite (sans symbole Y "), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

1+

In(1 + z)

sin x

Exercice 4. — Donner le développement limité & I'ordre 5 en 0 de x — /3 + cos(z2).



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 72
Mercredi 2 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
d 3
Intervalle : ]—o0; /(1_22)1/3 71(1 — 21)%/% 4 constante
(n+1)z _ 1
n € .
Ve e R, VnéeN, Ze’” et —1 stz # 0,
k=0 n+1 siz=0.
n+1
2k —1 5
Vn > 2,
2k+1 2n+3
k=3
" /n
Vz €R, VneN, ka 14 e%)"
x n Z < k)e (1+€%)
k=0
Exercice 2. — Donner et démontrer la formule pour cosp + cosgq.

P19) cos(252) | Soient (p,q) € R2. Si (a,b) € R?, on a cos(a + b) =

cosacosb —sinasinb et cos(a — b) = cosacosb + sinasinb donc cos(a + b) 4+ cos(a — b) = 2cosacosb. En prenant

Corrigé. — |V(p,q) € R?, cosp + cosq = 2 cos(

a= p+q et b= 254, on obtient le résultat car a +b=pet a—b=q.
Exercice 3. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >_), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1 5
= 1l-a+2?—234+2* — 25+ 25 — 2" 4+ o(z")
1+ z—0
2 3 4 5 6 7
x x x x x x
In(1 N T T M B 7
n(l+2) e T i S S S
sin = xfx—3+ v - ot +o(z")
2—0 6 120 5040

Exercice 4. — Donner le développement limité a 'ordre 5 en 0 de & — /3 + cos(z?).

Corrigé. — On a
V3 + cos(z?) +o(335) = 1—%4—0(3:5) = 2vVl+4u
z—0 z—0
ol u= 7%4 + o(z®) tend vers 0 avec x donc

3+ cos(a?) = 2(1+jutO@?)) = 2(1 — 2 4 o(2®) + O(z%)) = |2 - La* 4 o(a%)

r— z—0

REMARQUE. — Bien penser a utiliser v/T+u = 1+ u + O(u?) et non pas seulement /I +u = 1+ 2u + o(u) qui
donnerait seulement 1 — % +o(x®) +o(zt) =1 - %4 + o(z?) car alors o(u) = o(x?).



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 73
Jeudi 3 avril 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Dessiner ’allure locale de la fonction f qui a le développement limité donné.

f(@) = & —%+2%+0(z?)

PTSI de Nevers
2013-2014

z—0 2
Exercice 2. — Donner I’énoncé du critére du sous-espace vectoriel.
Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.



Exercice 5. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10
Exercice 7. — On se place dans R3. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.
z
F




PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 73
Jeudi 3 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Dessiner 'allure locale de la fonction f qui a le développement limité donné.

f@) 55— §+a2% +o(@?)

Exercice 2. — Donner 1’énoncé du critere du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient E un K-espace vectoriel (ot K = R ou C). Un ensemble F
est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si
(i) FCE;
(it) Og € F';
(iii) V(A p) € K2, V(z,y) € F?, Mx+puy€eF.

Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.
Corrigé. —
Caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires. — Soient E un K-espace vectoriel

(ot K =R ou C) et X une partie non vide de E. On a

Veet(X) ={Mz1+- -+ Azn [n>1 (M,..., ) €K™ et (21,...,2,) € X"}

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.
Corrigé. —
Définition d’une droite vectorielle. — Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel d’un espace E

de la forme Vect(z) avec = # Op.

Définition d’un plan vectoriel. — Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel d'un espace E de la
forme Vect(x,y) avec x et y non proportionnels.

Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Corrigé. — On a

F et G supplémentaires < Vax € B, 3!(f,9) e FxG, z=f+g
— EF=FaG

F+G=F
FNG= {OE}
Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple

(en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).



1| {0} 6 | C*([0;1],R)
2 | R? 7 | C=([0;1],R)
3| RN 8 | M3(R)
4 | RR 9 droite de R? passant par O
5| C°([0;1],R) 10 | plan de R® passant par O
Exercice 7. — On se place dans R>. Dessiner quelques supplémentaires de la droite I dessinée.
F
G
G3




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION Ne° 74
Mardi 8 avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du critere du sous-espace vectoriel.

Exercice 2. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F' et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Exercice 3. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste Uintervalle de définition ou l’exposant, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10




Exercice 4. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,vp,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E. Méme question avec libre puis liée.

Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (z,y) une famille de deux vecteurs de E. A quelle
condition (z,y) est-elle liée ? Méme question pour la famille & un élément (x).

Exercice 6. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et (f1,..., fp) une famille libre de p € N* vecteurs de E.
Si f € E, a quelle condition (f1,..., fp, f) est-elle libre ?



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L'INTERROGATION N° 74
Mardi 8 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du critére du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient £ un K-espace vectoriel (ot K = R ou C). Un ensemble F
est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si
(i) FCE;
(i) Op € F';
(iii) V(\, n) € K2, V(z,y) € F?, Mx+puyeF.

Exercice 2. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Corrigé. — On a

F et G supplémentaires <= Ve € E, N(f,9) e FxG, x=f+g
— E=F&G

F+G=F
FNnG={0g}
Exercice 3. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple

(en changeant juste Uintervalle de définition ou l'exposant, par exemple).

1| {0y 6 | C1(0:1],R)

2 | R? 7 | C*([0;1],R)

3| RN 8 | Ms3(R)

4 | RR 9 droite de R® passant par O

5| C°([0;1],R) 10 | plan de R3 passant par O
Exercice 4. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,vp,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (vy,...,v,) est génératrice de E. Méme question avec libre puis liée.
Corrigé. —

La famille (v1,...,vp) est appelée famille génératrice de E si Vect(vy,...,vp) = E.

La famille (vy,...,vp) est dite libre si

V(Al,...,)\p)GKp, >\1U1+"'+)\pvp:OE == ()\1,...,/\1,):(0,...,0)

La famille (v1,...,v,) est dite liée si

3(}\1’_,,7)\]))7&(0’_._70)7 )\1U1+"'+)\p’l)p:OE.

Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (z,y) une famille de deux vecteurs de E. A quelle
condition (z,y) est-elle liée ? Méme question pour la famille & un élément (z).

Corrigé. —



La famille (z,y) est liée si et seulement si z = 0g ou IA € K, y = Ax.

La famille (z) est liée si et seulement si = 0.

Exercice 6. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et (f1,..., fp) une famille libre de p € N* vecteurs de E.
Si f € E, a quelle condition (f1,..., fp, f) est-elle libre ?

Corrigé. —

La famille (fi,..., fp) est libre si et seulement si f n’est pas combinaison linéaire des f;.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 75
Mardi 8 avril 2014 (apres-midi)

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — On se place dans l’espace vectoriel E = RY. On pose F = {(un)nen € RN | ug +up = uy +ug =0} et
G ={(a+b2")nen | (a,b) € R%}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de FE.

c. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 75
Mardi 8 avril 2014 (apres-midi)

durée : 10 min

Exercice. — On se place dans I'espace vectoriel E = RN. On pose F = {(u,)nen € RN | up + uy = ug +ug = 0} et
G ={(a+b2")nen | (a,b) € R%}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de F.

c. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?

Corrigé. —
a. Utilisons le critere du sous-espace vectoriel pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
1°) F C E par définition.
2°) 0 € F car si u est la suite identiquement nulle, alors ug, u; et ug sont nuls donc ug + u3 = uy + ug = 0 done
u€eF
3°) Si (A, i) € R% et (u,v) € F, alors Au+ pv € F car si on pose w = \u + pv, on a wg + wy = (Aug + pvg) +
(Auy + pv1) = Mug + ur) + p(vg +v1) = 0 et de méme pour wy + we = 0.

Donc ‘ F est un sous-espace vectoriel de F ‘

b. On a G = Vect((1)nen, (2™)nen) donc ‘ G est un sous-espace vectoriel de £ ‘

c. Soit u € E. On considére w € G. 1l existe (a,b) € R? tel que Vn € N, w,, = a + b2". Si on pose v = u — w, on a

vo+vy =0 (up—a—">0)+ (u1 —a—2b) =0 20+ 3b=up+w
vEF <= = =
v +v9=0 (ug —a—2b)+ (ug —a—4b) =0 2a + 6b = uq + us
a:2uo+;1—1u
= 0w

Ce systeme admet une unique solution donc tout élément v de F s’écrit de maniere unique sous la forme v + w
avec v € F et w € G (& savoir w = (a + b2™),en Ol a et b sont donnés par le systéme précédent et v = u — w).
Ceci démontre que

F et G sont supplémentaires dans E ‘




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 76
Jeudi 10 avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/lnxdx

4dsinx — cosx (phase-amplitude)

50

k=0

Exercice 2. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste lintervalle de définition ou l’exposant, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10




Exercice 3. — Donner, sous forme explicite (sans symbole Y "), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

arctan x

chz

Exercice 4. — Donner le développement limité a l'ordre 3 en 0 de x — /1 + tanz.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 76
Jeudi 10 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Intervalle : ]0; 00| /lnx dz xzlnz — x + constante
" 1— ei(n+1)w ]
Yz € R, Vn € N, Zeikw 1_ 76143: S1 T % 0 mod 271'7
k=0 n+1 siz =0 mod 27.
. _ .
vz e R 4sinx — cosz V17 cos(z 4 arctan(4) + m) = /17 cos(z + arccos( \/ﬁ))
" /n
Ve e R, VnéeN, etk 14 )"
> () (14 e)
k=0
Exercice 2. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple

(en changeant juste lintervalle de définition ou ’exposant, par exemple).

1| {0} 6 | CY([0:1],R)
2 | R? 7 | C=([0;1],R)
3 | RY 8 | Ms(R)
4 | RR 9 droite de R? passant par O
5| C°([0;1],R) 10 | plan de R? passant par O
Exercice 3. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >"), les développements limités suivants a l'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
1 |4
= 14+ +23+2* +2° + 25+ 27 + o(z")
1—=x z—0
z3 25 2
arctan x = r— "+~ +o(x")

.’L‘2 .’I}4 6

h _ 1T T T T
chz Dol g gty tol)

Exercice 4. — Donner le développement limité a l'ordre 3 en 0 de x — /1 + tanz.

Corrigé. — On a

V1+tanx io\/l—i—a:—&-%a:?’—i—o(nﬁ) = 1+u

—




ot u =z + 32 4 o(z?) tend vers 0 avec  donc

V1+tanx o 1+ 2u—tu® + £u® + o(u?)
= 1430+ 32° +0(@?) — 3(z +0(z%))” + f5(= + o())° + o(u?)

T—r
_ 1 2 1,2, 1.3 3
:01+2z+ & — 3T+ 157 +o(z”)

= |14z — a2 + 123 4 o(a®
20 2 8 48 (%)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION Ne° 77
Vendredi 11 avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — On se place dans l'espace vectoriel E = RN. On pose F = {(un)neny € RY | ug = u; = 0} et
G = {(acos(n) + bsin(n))nen | (a,b) € R?}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de FE.

c. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 77
Vendredi 11 avril 2014

durée : 10 min

Exercice. — On se place dans l'espace vectoriel E = RY. On pose F = {(up)nen € RY | ug = u; = 0} et
G = {(acos(n) + bsin(n))nen | (a,b) € R?}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de F.

c. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?

Corrigé. —
a. Utilisons le critere du sous-espace vectoriel pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
1°) F C E par définition.
2°) 0 € F car si u est la suite identiquement nulle, alors ug et u; sont nuls donc ug =wu; =0 donc u € F

3°) Si (A, ) € R% et (u,v) € F, alors Mu + pv € F car si on pose w = \u + jv, on a wg = Aug + pvg = 0 et
wy = Auy + pvy = 0.

Donc ‘ F est un sous-espace vectoriel de F ‘

b. On a G = Vect((cos(n))nen, (sin(n))nen) donc ‘ G est un sous-espace vectoriel de £ ‘

c. Soit u € E. On considére w € G. 1l existe (a,b) € R? tel que ¥n € N, w, = acos(n) + bsin(n). Si on pose
v=u—w,ona

v9 =0 ug—a =20 a = ug
veEF «— — . — w1 —up cos(1)

vy =0 up —acos(l) —bsin(l) =0 b="—m
Ce systeme admet une unique solution donc tout élément v de E s’écrit de manieére unique sous la forme v + w
avec v € F et w € G (& savoir w = (a + b2™),en ol a et b sont donnés par le systéme précédent et v = u — w).
Ceci démontre que

F et G sont supplémentaires dans E ‘




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 78
Mardi 15 avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner six caractérisations du fait que deux espaces sont supplémentaires (dont la définition). On
précisera les conditions valables uniquement en dimension finie.

Exercice 2. — Donner la définition du rang d’une famille finie de vecteurs.

Exercice 3. — Qu’est-ce qu’'un espace de dimension finie ?



Exercice 4. — Enoncer le théoreme de la base extraite.

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la base incomplete.

Exercice 6. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base 7

Exercice 7. — Enoncer la formule de Grassmann.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 78
Mardi 15 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner six caractérisations du fait que deux espaces sont supplémentaires (dont la définition). On

précisera les conditions valables uniquement en dimension finie.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces. On a

F et G supplémentaires dans F <= Ve € FE, J(f,9) e FxG, e=f+g
— F=FaG
FNG={0g}
<~
F+G=F

Lorsque de plus E est de dimension finie, on a

76k)

FNG={0
F' et G supplémentaires dans £ <= ) { £} )
dim F +dimG =dim E
F+G=F
dim F +dim G =dim F
= il existe une base (e1, ..., ek, €xt1,...,6,) de E telle que (eq, ...
S;Of;’ti(f{%}E soit une base de F et (eg11,...,€e,) une base de G
Exercice 2. — Donner la définition du rang d’une famille finie de vecteurs.
Corrigé. — ‘ Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace qu’ils engendrent. ‘
Exercice 3. — Qu’est-ce qu’'un espace de dimension finie ?
Corrigé. — ‘ Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. ‘
Exercice 4. — Enoncer le théoréme de la base extraite.
Corrigé. —
Théoréme de la base extraite. — De toute famille génératrice finie d’'un espace vectoriel non nul, on
peut extraire une base.
Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la base incompléte.
Corrigé. —
Théoréme de la base incompléte. — Dans un espace vectoriel non nul de dimension finie, toute famille

d’une famille génératrice donnée.

libre peut étre complétée en une base finie. De plus, les vecteurs ajoutés peuvent étre choisis parmi les vecteurs

Exercice 6. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base 7

Corrigé. —
Définition-proposition définissant les coordonnées. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et
(e1,...,e,) une basede Eoun > 1.Six € E, il existe un unique (z1,...,2,) € K" tel que x = z1e1+- - -+xne,.
Ce n-uplet (z1,...,x,) s’appelle les coordonnées de x dans la base E.

Exercice 7. — Enoncer la formule de Grassmann.

Corrigé. —
Formule de Grassmann. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et F' et G deux sous-espaces

de E. Si F et G sont de dimension finie, alors il en est de méme de F'+ G et FN G et on a dim(F + G) =
dim F' + dim G — dim(F' N G).




Nom :

PTSI de Nevers

Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N°79
Mercredi 16 avril 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

/ dx
1+ 22

n

Z e2ikx

k=0

d(M, D) (dans l’espace, en terme de point et vecteur directeur)

ae .

@( ) Domaine :
Données : n,p,q dans
N, A = (CLiJ) €

Ci,j Mm (R), B = (bl ]) S




Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.

DL demandé Réponse
tanx (ordre 3)
VaeR, (1+x)* (ordre n)
1+2 (ordre 3)

Exercice 3. — Donner un équivalent de vz + 1 — \/z lorsque z — +o0.



PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 79
Mercredi 16 avril 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
dz
Intervalle : R — arctan x + constante
1+ 22
" 1— e2i(n+l)a: ] d
Yz € R, Vn € N, Z 62ika: 1_ 6727@ S1 T fé 0 mo T,
k=0 n+1 siz=0 mod 7.
Si D est une droite de 'es- _
pace orienté passant par [|AM A
. s d(M, D) —
un point A et dirigée par 1]
i # 0 et si M est un point,
d& nl_gn=k gk <n
VkeN, VYneN, (") = (n=k)! o Domaine : R
dz 0 sik>n
P
Vi e [[1;77,]], V] S Hl;qﬂ, Ci,j Zai}kbm
k=1
Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
23
tan x xiox+§+0( 3)
- -1) — (k-1
VaeR, (1+4z)* 1+Zaa ('a ( ))xk+0(;c”)
k=1 )
1 1 1
1+ = 1+2x—§x +16:L + o(z?)

Exercice 3. — Donner un équivalent de v + 1 — \/z lorsque z — +o0.

Corrigé. — On a

VeI vi=ya/1+1-vi=vaviTu-va

ouu = é tend vers 0 lorsque © — 400 donc
VITT-VE = V(L4 butofw) -

.
= Vall+il+od) - Ve

r—+00
11 1
— 1 1 o =
T—r+00 2\/5—’_ (ﬁ)
~ |11
z—0| 2 VT




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 80
Jeudi 17 avril 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner trois caractérisations (valables uniquement en dimension finie) du fait que deux espaces sont
supplémentaires .

Exercice 2. — Donner la définition du rang d’une famille finie de vecteurs.

Exercice 3. — Qu’est-ce que la dimension d’un espace vectoriel 7

Exercice 4. — Enoncer le théoréme de la base incompleéte.



Exercice 5. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base 7

Exercice 6. — Qu’est-ce qu’'une application linéaire ?

Exercice 7. — Donner cinq exemples vraiment différents d’applications linéaires.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 80
Jeudi 17 avril 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner trois caractérisations (valables uniquement en dimension finie) du fait que deux espaces sont
supplémentaires .

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces. Si F est de dimension finie,
FNnG={0g}
dim F +dim G = dim F

F+G=F
dimF +dimG =dim F

F et G supplémentaires dans F <= {

_ F%)t - il existe une base (e1,...,€x, €xt1,--.,€n) de E telle que (eq,...,ex)
S ot 7&‘?{0} soit une base de F' et (eg41,...,ey,) une base de G

Exercice 2. — Donner la définition du rang d’une famille finie de vecteurs.

Corrigé. — ‘ Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace qu’ils engendrent. ‘

Exercice 3. — Qu’est-ce que la dimension d’un espace vectoriel 7

Corrigé. —

Théoréme-définition définissant la dimension. — Toutes les bases d’'un espace vectoriel non nul de
dimension finie sont finies et ont le méme nombre d’éléments, appelé dimension de ’espace vectoriel. Par
convention, I’espace nul est de dimension 0.

Exercice 4. — Enoncer le théoréme de la base incompleéte.
Corrigé. —
Théoréme de la base incompléte. — Dans un espace vectoriel non nul de dimension finie, toute famille

libre peut étre complétée en une base finie. De plus, les vecteurs ajoutés peuvent étre choisis parmi les vecteurs
d’une famille génératrice donnée.

Exercice 5. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base ?

Corrigé. —

Définition-proposition définissant les coordonnées. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et
(e1,...,en) une base de Eoun > 1. Six € E, il existe un unique (21, ..., z,) € K" tel que x = x1e1+- - -+xpep.
Ce n-uplet (z1,...,x,) s’appelle les coordonnées de x dans la base FE.

Exercice 6. — Qu’est-ce qu’une application linéaire ?

Corrigé. —

Définition d’une application linéaire. — Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K = R ou C. On dit
que u: F — F est une application linéaire si

V(z,y) € B, V(A p) € K2, u(Az + py) = du(x) + pu(y).

Exercice 7. — Donner cinq exemples vraiment différents d’applications linéaires.
Corrigé. —

1°) R2 — R, (z,y) — 22 +y

2°) F(R,R) — R, f+— f(0)

3°) CYR,R) — CO(R,R), f+—— f’

4°) COR,R) — R, f > [, f(t)dt
)

5°) {suites réelles convergentes} — R, u +—— limu
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INTERROGATION N° 81
Mardi 6 mai 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Qu’est-ce qu’'une application linéaire ?

Exercice 2. — Donner six exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Exercice 3. — A quoi sert le noyau d’une application linéaire 7

Exercice 4. — Soient E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie sur K = R ou C. On suppose que E et

F sont de méme dimension. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la bijectivité d’une application
linéaire u: £ — F.



Exercice 5. — Soit u: R — R?, (2,3, 2) — ( — ,0,0). Montrer que u est un endomorphisme de R3. Déterminer
u?(x,y,2). En déduire la nature de u et ses éléments caractéristiques.
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 81

Mardi 6 mai 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Qu’est-ce qu’une application linéaire ?

Corrigé. —

que u: E — F est une application linéaire si

Définition d’une application linéaire. — Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K = R ou C. On dit

Y(z,y) € E?, Y(\p) € K% uldz + py) = Mu(z) + pu(y).

Exercice 2. — Donner six exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Corrigé. — On peut prendre six exemples parmi les suivants :

1°) E — E, x +— 0 ol E est un espace vectoriel

2°) Idg ou E est un espace vectoriel

o

w

)
) R2 — R, (z,y) — 2z +y
) FR,R) — R, fr— f(0)
) CY(R,R) — C°(R,R), f+— f'
) CO(R,R) — R, f s [ f(t)dt
7°) {suites réelles convergentes} — R, u — limu
)
)
)
)

o

>

C — R, z+— Re(z)
homothétie vectorielle A Id
projection vectorielle

11°) symétrie vectorielle

Exercice 3. — A quoi sert le noyau d’une application linéaire 7

Corrigé. — ‘ Le noyau d’une application linéaire est nul si et seulement si elle est injective.

Exercice 4. — Soient F et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie sur K = R ou C. On suppose que E et
F sont de méme dimension. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez de la bijectivité d’une application

linéaire u: £ — F.

Corrigé. —
(i) u est bijective
(it) u est injective
(#i7) u est surjective
(i) Keru={0g}
(v) il existe une base (e, ..
(vi) pour toute base (eq, ...,
(vid) il existe v € L(F,E), vou=1dg
(viti) il existe v € L(F,E), uov =Idp

.,en) de E telle que (u(ey),...
en) de E, la famille (u(e1),. ..

Puisque F et F' ont méme dimension, il y a équivalence entre

,u(en)) soit une base de F

,u(e,)) est une base de F'

Exercice 5. — Soit u: R? — R3, (2,3, 2) — ( — ,0,0). Montrer que u est un endomorphisme de R3. Déterminer
u?(x,y,2). En déduire la nature de u et ses éléments caractéristiques.

Corrigé. — L’application u est linéaire car si 7 = (z,y,2) et ¥ = (2,3, 2’) sont deux éléments de R? et si \ et \

sont deux réels, alors

u AT+ NT) =uQa + N,y + Ny, 2+ N2 =u(X,Y, Z) = (X - Y,0,0)
—_— ——

X Y Z

=M+ Nz' =My +Ny',0,0) =Nz —y)+ N(2' —y),0,0) = Az —y,0,0) + X (2’ —¢',0,0)

= Xu(@) + Nu(@) |




X Y z
PN NP
Si (xay7Z)ER37 onauQ(x,y,z):u(u(x,y,z)):u(x—y, 0 ) 0 ):’UJ(X,KZ)Z(X—Y,O,O):(Qf—y,(),()):
u(x,y, z) |. Par suite, u est un endomorphisme de R? vérifiant u? = u donc c’est le projecteur de R? sur F = {(x,vy,2) €
R3 | u(zx,y,2) = (x,y,2)} parallelement & G = {(z,y, 2) € R® | u(x,y,2) = (0,0,0)}. On a

rT=x—Yy
u(r,y,2) = (z,y,2) <= (r—-y,0,0) = (2,9,2) <= qy=0 = y=2=0
z=0

et

u(z,y,z) =(0,0,0) < (z—1y,0,0)=(0,0,0) <= z=y

Ainsi, ‘u est le projecteur de R? sur I'axe Oz parallelement au plan d’équation = = y |.
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Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

x
—d
/1+x2 .

n
E 64zka:

(A4 B)"

(matrices)




Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.

DL demandé

Réponse

ln(]. + .%‘) (ordre 7)
er (ordre n)
]. + X (ordre 3)

Exercice 3. — Donner un équivalent de vz + 1 — /o — 1 lorsque * — +o00.
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 82
Mercredi 7 mai 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
x 1 9

Intervalle : R dx —1In(1 4+ z*) + constante

1+ 22 2

" 1— e4i(n+l)a: ] .
Yz € R, Vn € N, Z 64ika: 1_ 6747@ S1 T fé 0 mod 35

k=0 n+1 siz=0 mod 7.

Si (a,b,e,d) € C* avec a b\ 1 d -b
ad — bc # 0, c d ad—bc\—c a
vnEN*’ Un :{136%362'73"'76%}

Si A et B sont deux ma-

trices carrées de méme " " (n k on—k
taille avec AB = BA et (4+ B) (k)A B
. k=0
sineN,
Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
22 23 2t 2 2% 2T
In(1 N N T T 7
n(l+2z) e e T el i S S S
n k
z _ - n
e = X + o(z")
k=0
1 1 1
1+2 1+ -z — -2+ —2° + o(2?)

es0 2778 16

Exercice 3. — Donner un équivalent de vz + 1 — v/ — 1 lorsque z — 400.

Corrigé. — On a

VaTT- Ve 1=va/1+1-va/1-1=vavitu-vaviu

ot u = L tend vers 0 lorsque © — 400 donc

x

Ve+l-—ve—-1 = V(1 + u+o(u)) — Va(l — 2u+ o(u))

—+

= Va3 o)~ VE(L - AL +o(2))
1 1
oo va TOTE)

1

~Y
x—0 vz
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INTERROGATION N° 83
Vendredi 23 mai 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Soient F un espace vectoriel de dimension fini, uw € L(E), = € E, e et ¢’ deux bases de E. On pose
M = Mat,(u), M' = Mate (u), X = Mat.(z), X’ = Mat. (x) et P = P¢. Donner M’ en fonction de P et M. Donner
X’ en fonction de X et P.

Exercice 2. — On considére application linéaire donnée par u(x,y, z) = (v + 3y + 5z, —2x + Ty — 42,62 — y + 2).
Donner la matrice M de u dans la base canonique € de R3. Soit e = (e, €2, €3) une base de R3 telle que u(e1) = e1 +e3,

u(ez) = —eq et u(es) = es. Donner la matrice A de u dans la base e.
Exercice 3. — Donner la formule de Taylor avec reste intégral.
Exercice 4. — Soient (€2, P) un univers probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner

les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES :

FORMULE DES PROBABILITES TOTALES :

FORMULE DE BAYES (LES DEUX) :
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 83
Vendredi 23 mai 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Soient F un espace vectoriel de dimension fini, u € L(E), = € E, e et ¢’ deux bases de E. On pose
M = Mat,(u), M’ = Maty (u), X = Mat.(z), X' = Mate (2) et P = P¢. Donner M’ en fonction de P et M. Donner
X’ en fonction de X et P.

Corrigé. —|M' = P-IMP|et[ X' = P-1X|

Exercice 2. — On considére application linéaire donnée par u(x,y,z) = (z + 3y + 5z, =2z + Ty — 42,62 — y + z).
Donner la matrice M de u dans la base canonique & de R3. Soit e = (e1, ez, €3) une base de R? telle que u(e1) = e1 + e3,

u(es) = —eg et u(ez) = ez. Donner la matrice A de u dans la base e.
1 3 5 1 0 0
Corrigé. —Ona|M=|-2 7 —4]let|]A=]10 -1 0
6 -1 1 1 0 1
Exercice 3. — Donner la formule de Taylor avec reste intégral.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R une fonction, a € I et n € N. Si f est C™*! sur I, alors

n ( z _ \n
Veel, f(z)= Z f kk)'(a) (z — a)k +/ %f(n—&-l)(t) dt.
k=0 ’ @ ’

Exercice 4. — Soient (€2, P) un univers probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner
les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES : si les A; sont de probabilité non nulle, alors

| P(A1N---N A,) = P(A1)P(A3| A1) P(A3] A1 N Ap) .. P(Ap| A 0N A, )|

FORMULE DES PROBABILITES TOTALES : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités non
nulles, alors | P(A) = P(A1)P(A[ A1) + - + P(A,) P(A|A,) |

P(A)P(B|A)
P(B)
Si B est de probabilité non nulle et si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités non nulles,
P(A;)P(B|A;)
(A)P(BI A7) + -+ P(A,) P(B| An)

FORMULE DE BAYES (LES DEUX) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors | P(A|B) =

alors Vj € {1,...,n}, | P(A;|B) = P
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INTERROGATION N° 84
Mercredi 4 juin 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient F un espace vectoriel de dimension fini, u € L(E), = € E, e et ¢’ deux bases de E. On pose
M = Mat,(u), M' = Mate (u), X = Mat.(z), X’ = Mat. (x) et P = P¢. Donner M’ en fonction de P et M. Donner
X’ en fonction de X et P.

Exercice 2. — Donner la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 3. — Donner ’énoncé du théoréme de convergence des sommes de Riemann.



n—1
1 k
Exercice 4. — Déterminer lim — E ln(l + )
k=0 "

n—+oo n

Exercice 5. — Etudier la continuité de g: [0;1] — R, z: zlnz si 2 # 0 et 0 sinon. En déduire I'existence de
SUPge(0;1] |g(l’)|

Exercice 6. — Calculer lim (1 — l)_”.
n——+oo n
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durée : 15 min

Exercice 1. — Soient F un espace vectoriel de dimension fini, u € L(E), = € E, e et ¢’ deux bases de E. On pose
M = Mat,(u), M’ = Maty (u), X = Mat.(z), X' = Mate (2) et P = P¢. Donner M’ en fonction de P et M. Donner
X’ en fonction de X et P.

Corrigé. —|M' = P-IMP|et[ X' = P-1X|

Exercice 2. — Donner la formule de Taylor avec reste intégral.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R une fonction, a € I et n € N. Si f est C™*! sur I, alors

"L fR)(q T(x—t)"
Voel, flx)=)_ ! !( )(:c —a)k +/ %f("“)(t) dt.
k=0 a ’

k n
Exercice 3. — Donner ’énoncé du théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. — Si ¢ est une fonction continue sur un intervalle [a; b] & valeurs réelles, alors

b_anfl . b
ng(a—i—kT’l) — p(t)dt

n n—-+oo
k=0

n——+oo n

1= k
Exercice 4. — Déterminer lim — Z ln(l + )
k=0 n

Corrigé. — Prenons a =0, b =1 et ¢: t — In(1 + t). La fonction ¢ est continue sur [0;1] comme composée d’'un
polyndéme a valeurs > 0 sur cet intervalle et de la fonction logarithme. Le théoréme précédent s’applique donc et montre
que

n—1

liln<l+k>:12<p(s) — /lw(t)dt:/lln(l—i—t)dt:[(1+t)1n(1+t)—(1+t)}(1):
n n n 0 0

n—-+oo
k=0

Exercice 5. — Etudier la continuité de g: [0;1] — R, z: xlnz si 2 # 0 et 0 sinon. En déduire l'existence de
Sup,eo.] 19()].

Corrigé. — On a, par croissance comparée, g(x) —3 0= 9(0) donc g est continue en 0. Puisque par ailleurs g est C™

sur |0; 1] comme produit d’un polynéme et du logarithme, on en déduit que ‘ g est continue sur [0; 1] ‘ Une fonction

continue sur un segment étant bornée, on en déduit que | sup,¢o.q |g(x)]| existe

Exercice 6. — Calculer lim (1— 1)=".
n—-+oo n

Corrigé. — On a, puisque In(1 +u) = u+o(u), si n > 2,

eIn(=3) = emnloate(n)) = glte) = e = g(140(1)) = e+o(l) —

n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+oo n— n—-+oo
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Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer l'inégalité de Bieanymé-Tchebychev. Donner un exemple d’application de cette inégalité.
Exercice 2. — Remplir le tableau suivant.
variable X E(X) V(X)

constante c

indicatrice 14

loi uniforme sur {x1,...,z,}

loi de Bernoulli B(p)

loi binomiale B(n,p)




PTSI de Nevers 2013-2014
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 85
Jeudi 5 juin 2014
durée : 5 min
Exercice 1. — Enoncer l'inégalité de Bieanymé-Tchebychev. Donner un exemple d’application de cette inégalité.
Corrigé. —
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. — Si X est une variable aléatoire réelle finie d’espérance m et

d’écart-type o, alors

(™)

Ve >0, P(X-m|>¢)<Z.
e

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’estimer la probabilité qu’une variable aléatoire s’écarte de sa moyenne.
Par exemple, cela permet d’estimer la probabilité qu’une variable aléatoire appartienne a un intervalle donné.

Exercice 2. — Remplir le tableau suivant.
variable X E(X) V(X)
constante c c 0
indicatrice 14 P(A) P(A)(1 - P(A))
loi uniforme sur {z1,...,z,} 2t n. + Tn pas de formule générale
loi de Bernoulli B(p) p p(1—p)
loi binomiale B(n,p) np np(l —p)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014
INTERROGATION N° 86
Jeudi 12 juin 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

cos(a +b)

tan(a + b)

sin(2a)

sin“ a

(en fonction de cos(2a))

CoSp + cosq

cosasinb

cos(m — x)

COSU = COsv

sinu = sinv

sin x

(formule d’Buler)
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Jeudi 12 juin 2014
durée : 5 min
Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

V(a,b) € R? cos(a +b) cosacosb —sinasinb
Sia, b et a+b sont dans tana + tan b

R\ (5 +72), tan(a0) 1= tanatanb

VYa € R sin(2a) 2sinacosa

Va € R sin? a 1_#5(261)

V(p,q) € R? cosp + cosq 2 cos(2E9) cos(252)
V(a,b) € R? cosasinb sinfa + ) ; sinfa — b)
Vr e R cos(m — ) —cos T

V(u,v) € R? COS U = COSV <= u==%v mod 27
V(u,v) € R? sinu = sinwv <= u=v mod 27 ouu=m—v mod 2w
Ve € R sinx e - ‘e—ix




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 87
Vendredi 13 juin 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Effectuer la division euclidienne de X® + X4 + X3 + X2 + X +1 par X2 — X.

Exercice 2. — Déterminer les racines de P = X* +2X3% —3X2 —4X + 4.



Exercice 3. — Décomposer en facteurs irréductibles sur R le polynéme P = X* + 1.

Exercice 4. — Montrer que (X (X —1)...(X — (k — 1)))o<k<n est une base de R, [X].

Exercice 5. — Donner la matrice M de P — P’ dans la base canonique de R3[X]. Que peut-on dire de M ?
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CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 87
Vendredi 13 juin 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Effectuer la division euclidienne de X® + X4+ X3 + X2 + X + 1 par X2 — X.
Corrigé. — On trouve X° + X4+ X3+ X2+ X +1=(X? - X)(X3 +2X2+3X +4) + (65X +1).
Exercice 2. — Déterminer les racines de P = X% +2X3 — 3X2 — 4X + 4.

Corrigé. — Deux racines évidentes de P sont 1 et —2. On a P’ = 4X? + 6X? — 6X — 4 qui admet également 1 et —2
comme racines. Ceci montre que P admet 1 et —2 comme racines au moins doubles; or P est de degré 4, donc 1 et —2
sont racines doubles et on a P = (X — 1)%(X + 2)%.

Exercice 3. — Décomposer en facteurs irréductibles sur R le polynéme P = X* + 1.

Corrigé. — Les racines complexes de P sont +e*™/* donc on a
P= (X 76iﬂ/4)(X 7 e’”/‘l)(X+e”/4)(X+e’”/4) _ (X2 . \/§X+ 1)(X2 +\@X+ 1)

C’est la décomposition de P en facteurs irréductibles sur R car P est écrit comme un produit de deux polynomes réels
de degré deux sans racines réelles.

Exercice 4. — Montrer que (X(X —1)...(X — (k — 1)))o<k<n est une base de R, [X].

Corrigé. — Posons P, = X(X —1)...(X — (k—1)) si 0 < k < n. La famille (Py)o<g<n est une famille de polynémes
non nuls de degré échelonnés (on a deg P, = k) donc est libre. Puisque tous les P, appartiennent a R, [X] et que la
famille est de cardinal n + 1 en dimension n + 1, on en déduit qu’elle est une base de R, [X].

Exercice 5. — Donner la matrice M de P — P’ dans la base canonique de R3[X]. Que peut-on dire de M ?

1 X' (X2>/ (XS)/

1 0 1 0 0

. X |0 0 2 0
Corrigé. — Ona M = x2|lo o 0 3
X3\0 0 0 0

C’est une matrice triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale, donc elle est nilpotente : M* = 0.
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INTERROGATION N° 88
Mardi 17 juin 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Nature géométrique et éléments caractéristiques de ’endomorphisme f de R? de matrice dans la base

canonique | —



Exercice 2. — Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation d’axe dirigé par (1,1, —2) et d’angle %’r
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CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 88
Mardi 17 juin 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Nature geometrlque et éléments caractéristiques de ’endomorphisme f de R? de matrice dans la base
_2 2
g 1 %
canonique | —% —5 —%
i3 3
3 73 3
Corrigé. — Puisque A est la matrice de f dans une base orthonormée directe, il suffit d’étudier A. On a
_2 2 1
S I
i3 3
2 2 _1 31 O3 0 ’
NA = % —% —% 010
3 ~35 3 001

Ainsi, YAA = I3 donc A est orthogonale. De plus, on a, par trilinéarité du déterminant, puis en faisant Ly < Lo — 2L3
et L1 < L1 — 2L3 puis en développant par rapport a la premiére colonne,

2 2 1 0 6 -3
detA—3 detB—Qi?—2 -1 2= 10 3 —6:_(6“_6)27_3”_3)):%:1
1 2 2 12 2

La matrice A est une matrice orthogonale de déterminant 1 donc c’est une matrice de | rotation | Déterminons ses
éléments caractéristiques. Commengons par l'axe; si X est le vecteur colonne de coordonnées (z,y, z),

2

f§x+3y+ L=z —2x+2y+z2=3x —br+2y+2=0
AX =X —%x—% —fz—y = (2x—y—2z=3y &< ( 2r—4y—22=0
—%x—%y—i—g;Z—z —r—2y+2z=3z2 —r—2y—z=0
—br+2y+2=0
— —122 =0 = 2y+2=0
Lo+Lo42L,
L3<L3z+L, —6x=0

donc l'axe est dirigé par | a(0, 1, —2) | Déterminons désormais ’angle 6. On a

trAa—1 —%-1 4 2
9: = 3 = —— = — —
o8 2 2 6 3

donc § = +arccos(—2) mod 27. Pour déterminer le signe, on utilise le fait que le signe de sin 6 est celui de Det(z, f(z),a)

ol z est un vecteur non colinéaire & a, par exemple = (1,0,0). On a

1 -2
Det(z, f(z),a) = |0 _3 1|=->0,
i 3

0 -1 o
donc | 0 = arccos(—2) mod 27 |.
Exercice 2. — Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation d’axe dirigé par (1,1, —2) et d’angle %
Corrigé. — Notons (i, j, k) la base canonique de R3. Posons e = (1,1, —2). Le vecteur &f = (1,—1,0) est normal
s = _ _ _ = _ 1 _ 1 P11 o=r _ o1 _ 1 _ 1
8;63 et ea = es Nep = (—2,-2,-2). Po_’soils_’l = Wel = (\/57 \/570), J = e = ( 5 U5 \/g) et
K = H;S”e—} = ( \}g’,%) La base (I,J, K) est orthonormée directe car, par construction, les vecteurs sont

unitaires, I et K sont normaux et J = K A I. La matrice M’ de la rotation dans cette base est donc

cos(53) —sin(5%) 0 z @ 0
M'=|sin(53) cos(53) Of=|_-¥3 1 o
0 0 1 0 0 1



D’apré§ la _formulg de changement de base, on a M’ = P~'MP donc M = PM’'P~! ol P est la matrice de passage
entre (i,5,k) et (I, J,K) :

~—

1 11 V2 V3 V6
o2 2 )% B %
0 - % N

Puisque P est une matrice de passage entre bases orthonormées, c’est une matrice orthogonale donc P~! = 'P. Ainsi,
on a

1 3 V2 V2 0
2 2 2 2
31 RVE] V3 V3
2 2 3 3 3
o0 $ £ &
vZo V3 B vZ 1 V64 V3 VB a 1 _v2 _1_ V2
/
M =PM''P= 2 3 6 T T3 4 6 6 273 12 61T 1
0 —¥3 _6 1 _3 _ 6 1l vz 1 V2 5
3 3 2 6 3 6 4 6 4 6




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N° 89
Jeudi 19 juin 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1
1+ (ordre 7)
ln(l =+ ;E) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
cos T (ordre 7)
Sh xr (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + l‘)a (ordre n)
1 + T (ordre 3)




Exercice 2. — Pour chacune des séries suivantes, donner sa nature (convergente ou divergente), la méthode utilisée
’ ’
pour déterminer la nature et pI’éCiSQI‘ sa somme si elle est convergente.

Série Nature Méthode Somme

Vq € C, Zq”

"
Va € R, 7'
n:




PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 89

Jeudi 19 juin 2014

durée : 10 min

2013-2014

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 2_ .3, .4_ .5, 6 7 7
= l—-zs+az*—a’ 42" —a2°+z2°—z" 4+ o(z")
14+ z—0
2 3 4 5 6 7
x x x x x x
In(1 - p_—_ 4z _Z L T 4 7
n(l+z) T I S S
3 25 2T 7
arctan x Iiow—§+€—7+o(m)
2 4 6
x x x
e S s 7
cos ol T3 T T o)
3 5 7
x x x
h = = T
sh S0 T 6 T 120 T s0a0 o)
° 3
tan x ijox—l—?—l—o(:r)
n
o B ala=1)... (a—(k—-1)) 4 n
VaeR, (1+42x) x;gl—i—z ] x® + o(z"™)
k=1
1+zx = 1+1x—1x2+ 3 + o(x?)
T 2 8 16
Exercice 2. — Pour chacune des séries suivantes, donner sa nature (convergente ou divergente), la méthode utilisée

pour déterminer la nature et préciser sa somme si elle est convergente.

Série Nature Méthode Somme
n converge si|g| <1 . .
Vq € C, Z q ) ) calcul sommes partielles si|gl <1
diverge  sig| >1 1—gq
xn
Vz € R, Z — converge Taylor reste intégral e
n!
1 . L
Z — diverge comp. avec intégrale -
n
1 L .
Z — converge comp. avec intégrale —
n? 6
-1 n—1 1 1
Z (=1) converge - = / " de In2
n n 0
(=)t . :
Z converge suites adjacentes ne se calcule pas
vn




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2013-2014

INTERROGATION N°90
Vendredi 20 juin 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les quatre résultats fondamentaux de croissances comparées pour les suites numériques.

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossierement divergente et de série divergente sans
I’étre grossierement.

Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(n7).

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de ) ﬁ



Exercice 5. — Enoncer le théoréeme de comparaison pour les séries.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.
Exercice 7. — Donner la nature de > 22
Exercice 8. — Donner la nature de > —+—.

n?lnn



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 90
Vendredi 20 juin 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les quatre résultats fondamentaux de croissances comparées pour les suites numériques.

Corrigé. —

n |

400 Vg > 1, n — 4o

—_— —>
n! n—+oo q" n—+oo

n [e%

Vg>1, Va >0, 4 — +© VYa >0, V8>0, — 4
n% n—+oo lnﬁn n—400

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossierement divergente et de série divergente sans
I’étre grossierement.
Corrigé. — Série convergente : Y. 5= (série géométrique de raison € |—1; 1)

St?r}e gl.rosswrement .dlvergente Z n (car n W Firo 0) L '

Série divergente mais pas grossierement divergente : ) = (série de Riemann d’exposant € ]0;1])

Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(n7).

.. } " T R (871+2)7r I T\ _ a: T o_ s
Corrigé. — Posons u,, = sin(n}). On a ug, 2 = sin(~—5--) = sin(2n7 + §) = sin § = 1 donc (u,) admet une suite

extraite qui ne tend pas vers 0 donc ne tend pas vers 0 car une suite extraite d’une suite convergente converge vers la

méme limite. Ainsi, ‘ > sin(n%) diverge grossierement ‘

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de Y ﬁ
T 1 _ 1 1 } , - N 1 _
Corrigé. Sin > 1, on a AT = W wyT e donc (somme télescopique), on a VN > 1, Y ", meEsylis
N 1 1y 1 _ 1 1 ~+o0 1 _
Do (5 — n+1) =1-xg NS T 1 donc ) 7thET) converge et =1 7 ET) = 1
Exercice 5. — Enoncer le théoréeme de comparaison pour les séries.
Corrigé. —
Théoréme de comparaison. — Soient (uy,)nen €t (vn)nen deux suites de réels.

(i) SivneN, 0 <u, <wv, et > v, converge, alors > u, converge.
(it) SiVn e N, 0 < u, < v, et Y u, diverge, alors > v, diverge.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.

Corrigé. —

Théoréme d’équivalence. — Soient (up)nen €t (vUn)nen des suites de réels qui ne s’annulent jamais. Si
. . S : L

Un p, £ o Un AVEC (un) et (vy) de signe constant & partir d’un certain rang, alors les séries Y u,, et Y v, sont

de méme nature.

Exercice 7. — Donner la nature de Y 27,

Corrigé. —Sin > 3,on alnn > 1 donc Inn > 1 >(ce qui montre que | Y Inn diverge | par comparaison avec la série
n n n

a terme positifs - L.

Exercice 8. — Donner la nature de ) —y—.

Corrigé. —Sin > 3,on alnn > 1 donc 0 < 3 %nn < n% avec » # convergente donc la série a termes positifs

> —1— | converge.




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°91
Mardi 24 juin 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 20 min
Exercice 1. — Donner la nature de ) cos(n7).
Exercice 2. — Donner la nature et la somme de Wl(%ﬂ)
Exercice 3. — Donner la nature des séries géométriques et de Riemann.

Exercice 4. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.

PTSI de Nevers
2013-2014



Inn . . .
Exercice 5. — On pose u, = —-. Calculer lim n/?u,,. Que peut-on en déduire sur Sup?
n n—-+oo

Exercice 6. — Donner la nature de > (1 — arctan(%))”Q.



PTSI de Nevers 2013-2014

CORRIGE DE L’INTERROGATION N°91
Mardi 24 juin 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la nature de ) cos(n).

Corrigé. — Posons u,, = cos(n ) On a uy4, = cos(2nm) = 1 donc (uy,) admet une suite extraite qui ne tend pas
vers 0 donc ne tend pas vers 0 car une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite. Ainsi,

’ > cos(nk) diverge grossiérement ‘

Exercice 2. — Donner la nature et la somme de > Wl(%-ﬁ-l)

1 _
n=1 2n—1)(2n+1)

=1(5L ) et donc (somme télescopique), on a VN > 1, SN

Corrigé. — Sin > 1,ona In—1 2n+1

(2n— 1)(2n+1)

1N 1 1 _ 1 1 1 +oo 1 -1 .
5 2m=1(3n=7T ~ 3n51) = 2 ~ 3INFT NTFeo 3 donc Z n n+1) converge et | ) ;1 mr 1)@nr1) — 2 (remarque : on

pouvait aussi sommer & partir de 0 si on préférait).

Exercice 3. — Donner la nature des séries géométriques et de Riemann.
Corrigé. —
converge si <1
VgeC, Y gqn QTR Hal <1,
diverge grossiérement si |g| > 1.

converge sia>1,
Va € R, Z e diverge non grossierement si 0 < a <1,

diverge grossierement sia <0.
Exercice 4. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.
Corrigé. —
Théoréme d’équivalence. — Soient (u,)nen €t (vn)nen des suites de réels qui ne s’annulent jamais. Si

: X S : L
Un {4 o0 Un BVEC (un) et (vy,) de signe constant & partir d’un certain rang, alors les séries > u,, et Y v, sont
de méme nature.

Inn . .
Exercice 5. — On pose u, = —-. Calculer hIJIrl n3/2u,,. Que peut-on en déduire sur Sun?
n n— 400
Corrigé. — On a n®/?u, = IHTZ et 0 par croissance comparée done, & partir d’un certain rang, on a 0 < n%/2u, <1

et donc 0 < wu,, < # avec # convergente (série de Riemann d’exposant > 1) donc, par comparaison entre séries

A termes positifs, | > u,, converge |

Exercice 6. — Donner la nature de ) (1 — arctan(%))”?
Corrigé. — Posons u, = (1 — arctan(%))”z. On a
—1/2 —1/2
U, = en2 In(1—arctan(L)) _ 6”2 In(1-%+o(77)) — enz(f%fig+o(nﬁ1§)) _ efnf%Jro(l) _ ¢ / eo) . ¢ / >0
en \,./ n—o4oo et
n~>+oo

1

avec Y = convergente (série géométrique de raison 1 avec [1] < 1) donc, par équivalence entre séries de signe constant,

la série | Y (1 — alrctam(;))"2 est convergente
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