Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°1
Mercredi 3 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 7 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des gendarmes.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

Exercice 3. — Donner la négation de a. Ve >0, €2 >0 b.3z e R, f(z)#0 = g(x)=0.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 1
Mercredi 3 septembre 2014

durée : 7 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des gendarmes.

Corrigé. —
Théoréme des gendarmes. — Soient (a,)nen, (bn)nen et (by)nen trois suites réelles et £ € R.
Si

(i) Vn e N, a, <u, <b,
(it) an, —> Lletb, — ¢
n—-+o0o

n—+oo
alors u, e

On peut aussi choisir d’énoncer le théoréme ainsi (choisissez celle que vous préférez).

Théoréme des gendarmes. — Une suite réelle encadrée par deux autres qui convergent vers
une méme limite converge vers cette limite.

Exercice 2. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

Corrigé. —

Définition de la dérivabilité en un point. — Soient I un intervalle non trivial de R,

f: I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si limx;‘—ga W existe. Si
TFa

tel est le cas, cette limite s’appelle dérivée de f en a et se note f/(a).

Exercice 3. — Donner la négation de a. Ve >0, e2>0 b. 3z R, f(z)#0 = g(z) =0.

Corrigé. — Les négations sont respectivement |3 > 0, €2 <0 ‘ et ‘Vm eR, f(z)#0 et g(z)#0 ‘




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 2
Jeudi 4 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 7 min

n+6
Exercice 1. — Calculer Z 1.

k=4

n
Exercice 2. — Donner la formule pour Z q.
k=0
n

Exercice 3. — Donner et démontrer la formule concernant Z k.

k=0



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 2
Jeudi 4 septembre 2014

durée : 7 min

n+6

Exercice 1. — Calculer Z 1.
k=4
n+6
Corrigé. — Sin € N, ona21:n+6—4+1:
k=4
n
Exercice 2. — Donner la formule pour Z q.

k=0

& L' g A1
Corrigé. —|Vn e N, Vq e C, Z ¢ = 1—q )
n+1 sig=1.

k=0
Exercice 3. — Donner et démontrer la formule concernant Z k.
k=0

Corrigé. — Soit n € N. Faisons le changement d’indice [ = n — k dans la somme :
Zk: (n—l):Z(nfk):Zn—Zk:nZlek:n(n+l)f
k=0 1=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= - n(n+1)
t d 2 k= 1), d’ov k=—-—2|
et donc Z n(n+1), d’ou 5

k=0 k=0

2014-2015



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 3
Lundi 8 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme d’intégration par parties.

n—2
Exercice 2. — Calculer Z 1. On n’oubliera pas de quantifier.

k=2

n
Exercice 3. — Donner la formule pour Z q.
k=0
n

Exercice 4. — Donner la formule concernant Z k.

k=0



Exercice 5. — Enoncer le théoréme des gendarmes.

Exercice 6. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.

Exercice 7. — Donner la formule pour vz2.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 3
Lundi 8 septembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme d’intégration par parties.
Corrigé. —
Théoréme d’intégration par parties. — Soient a et b deux réels vérifiant a < b et u,v: [a;

b] — R deux fonctions. Si u et v sont C* sur le segment [a; b], alors

n—2
Exercice 2. — Calculer Z 1. On n’oubliera pas de quantifier.
k=2
n—2
Corrigé. — Sin >4, 0nalen—2—2+1:
k=2
n
Exercice 3. — Donner la formule pour Z q~.
k=0

n 1_qn+1 Si q # 1
Corrigé. —|Vn e N, VqeC, Z ¢ = I—q . )
k=0 n+1 sig=1

n

Exercice 4. — Donner la formule concernant Z k.
k=0
= nin+1)

Corrigé. —|Vn € N k= —-"2>|

i —|men, 3op="

k=0

Exercice 5. — Enoncer le théoréme des gendarmes.
Corrigé. —

Théoréme des gendarmes. — Soient (a,)nen, (bn)nen et (by)nen trois suites réelles et £ € R.

Si

(i) Vn €N, a, <u, <b,
(it) apn, —> Lletb, — ¢

n—-+oo n—-+oo

alors u, e
Exercice 6. — Enoncer la définition de la dérivabilité et de la dérivée d’une fonction en un point.
Corrigé. —

Définition de la dérivabilité en un point. — Soient I un intervalle non trivial de R,

f: I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si lima:;a W existe. Si

TFa
tel est le cas, cette limite s’appelle dérivée de f en a et se note f/(a).

Exercice 7. — Donner la formule pour vz2.

Corrigé. — |Vzx € R, Va2 = |z




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°4
Jeudi 11 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/ VT zde

/xadx

/sin czdz

/ e’ cos(e”) dx

/ dx
2r—3




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

cos(a +b)

sin“ a

(en fonction de cos(2a))

cosasinb

cosp — cosq

sin(l%ﬂ)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°4
Jeudi 11 septembre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
2 .
/ V14 zdx §(1 + 2)%/% 4 cste Intervalle : [—1; +oo[
xa—i—l ]
Va € R /:17"‘ dzx a+1 toste sia# -l Intervalle : R7
In|z| +cste sia=-1.
/ sinz dz —cosx + cste Intervalle : R
/ e” cos(e”) dx sin(e®) + cste Intervalle : R
d 1
/2xf3 §1n|2z73| + cste Intervalle : |—o00; 2[ ou |2; +o00[
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

V(a,b) € R? cos(a +b) cosacosb —sinasinb
Va € R, sin? q 1_#3(2‘0

V(a,b) € R?, cosasinb sin(a +b) ; sin(a — )
V(p,q) € R?, Cosp — Ccosq —2sin(251) sin(E4)

sin(l%)

1
2




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°5
Lundi 15 septembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Enoncer I'inégalité triangulaire (en précisant le cas d’égalité).

Exercice 2. — Enoncer puis démontrer 'inégalité triangulaire inverse.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant.

Courbe C' | C’ est 'image de C:y = f(x) par. ..

y=f(x)+a

y=f(z+a)
y=f(-2)

y=fla—2)




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N°5
Lundi 15 septembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer I'inégalité triangulaire (en précisant le cas d’égalité).
Corrigé. —
Inégalité triangulaire. — Si (z,y) € R?, on a |z + y| < |z| + |y| avec égalité si et seulement

si x et y sont de méme signe.

Exercice 2. — Enoncer puis démontrer I'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. —

Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R?, on a |z +y| > |[z] — |y]|.
Démonstration. — Soit (z,y) € R2. On a, d’aprés I'inégalité triangulaire,

2] =z +y—yl <|et+y[+]y| donc |z| |yl <l|r+yl

Yl =le+y -zl <|e+y[+]z] donc [y |z < |z +yl
Puisque ||z — |y|| est I'un des nombres |z| — |y| et [y| — |z|, on en déduit que |z + y| > ||z — |y||.
Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.

Corrigé. —

Définition d’une partie bornée. — Soit A C R. On dit que A est bornée s’il existe K € R
tel que Vo € A, |z| < K.

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.

Corrigé. —
Définition d’une fonction impaire. — On dit qu’'une fonction f: D C R — R est impaire
sur D si

1°) Ve € D, —x € D;
2°) Vz € D, f(—x) = —f(x).

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant.

Courbe C’ C’ est 'image de C:y = f(x) par...

y = f(z) +a | la translation de vecteur aj

y = f(x+a) | la translation de vecteur —ai

y = f(—x) la symétrie d’axe Oy

y= f(a—x) | la symétrie d’axe d’équation x = §

y=—f(x) la symétrie d’axe Ox




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°6
Mercredi 17 septembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Enoncer l'inégalité triangulaire (en précisant le cas d’égalité).

Exercice 2. — Enoncer I'inégalité triangulaire inverse.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant.

Courbe C' | C’ est 'image de C:y = f(x) par. ..

y=f(x)+a

y=f(z+a)
y=f(-2)

y=fla—2)




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 6
Mercredi 17 septembre 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Enoncer I'inégalité triangulaire (en précisant le cas d’égalité).
Corrigé. —
Inégalité triangulaire. — Si (z,y) € R?, on a |z + y| < |z| + |y| avec égalité si et seulement

si x et y sont de méme signe.

Exercice 2. — Enoncer l'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. —
Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R?, on a |z +y| > |[z] — |y]|.
Exercice 3. — Donner la définition d’une partie bornée.
Corrigé. —

Définition d’une partie bornée. — Soit A C R. On dit que A est bornée s’il existe K € R,
tel que Vo € A, |z| < K.

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction impaire.

Corrigé. —
Définition d’une fonction impaire. — On dit qu’'une fonction f: D C R — R est impaire
sur D si

1°) Ve € D, —x € D;
2) Vu € D, f(~1) = —f(2).

Exercice 5. — Remplir le tableau suivant.

Courbe C' | C’ est 'image de C:y = f(x) par. ..

y = f(z) +a | la translation de vecteur aj

y = f(z 4+ a) | la translation de vecteur —ai

y= f(—x) | la symétrie d’axe Oy

y = f(a—x) | la symétrie d’axe d’équation x = §

y=—f(z) | lasymétrie d’axe Oz




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°7
Jeudi 18 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
(ne pas quantifier) (vou)(z)

/xadx

i ()

2
/Qifdx
¢+ 3




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

sin(2a)

COoS™ a

(en fonction de cos(2a))

sinasin b

sinp — sinq

sin(?’%ﬂ)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°7
Jeudi 18 septembre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
(ne pas quantifier) (vou)(x) o' (z)v (u(z))
xa—i—l ]
Va € R, /:17"‘ dz a+1 +oste siaz -l Intervalle : R7
In|z| +cste sia=-1.
d 1 -15
— v D ine: R\ {—7
da ((5x n 7)3> (52 1 7)° omaine : R\ {=3
dz 1 1 7 7
/m —TOW—FCSteIHtGI‘VaHe:]—OO;—g[Ou]—g;‘i-OO[
2x 9
- dz In(z* + 3) + cste Intervalle : R
¢ +3
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

Va € R, sin(2a) 2sinacosa

Va € R, cos’a H#S(Qa)

V(a,b) € R?, sinasinb cos(a = b) ; cos(a +b)
V(p,q) € R?, sinp — sing 2sin(E51) cos(251)

sin(%)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N°8
Lundi 22 septembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner les deux minorations résultant de I'inégalité triangulaire inverse. Quand utilise-t-on

I'une ou autre ?

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de dérivation d’une fonction composée.
Exercice 3. — Remplir le tableau suivant.
Nature de la branche infinie Zo lim f(x) | lim f@) lim (f(z)— ax)
P iS5z X prame

+o00 +00 a € R* beR
eR +oo - -
+o0 +o0 0 -
+o0 +o0 a € R* +o0
Foo Yo - -
+o0 +o0 +o0 -




Exercice 4. — Justifier que f:x — & + Inx est dérivable sur |1;4o0].

Exercice 5. — Tracer x — +/z sur [0;4] en placant uniquement trois points et leurs tangentes.
Y
2 .
1 .
t t t } x




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 8
Lundi 22 septembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les deux minorations résultant de I'inégalité triangulaire inverse. Quand utilise-t-on
I'une ou l'autre ?

Corrigé. — Si (z,y) € R?, on a‘ |z +y| > |z — |y ‘ et ‘ |z +y| > |y| — |z ‘ On utilise celle des deux qui

est dont le ‘ minorant est positif ‘ (les deux minorants sont opposés donc l'un est positif et autre négatif).

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de dérivation d’une fonction composée.
Corrigé. —
Formule de dérivation d’une fonction composée. — Soient I et J deux intervalles non
triviaux et u: I — R et v:J — R deux fonctions. Si
1°) u(I) C J;

2°) u est dérivable sur [;

3°) v est dérivable sur J,
alors v o u est dérivable sur I et Vo € I, (vou)'(z) = u'(x)v'(u(z)).

Exercice 3. — Remplir le tableau suivant.

Nature de la branche infinie xg lim f(z) | lim f) lim (f(z)— ax)
T—>T0 T—x0 X T—To

Asymptote d’équation y = ax + b +oo +oo a € R* beR
Asymptote d’équation z = z¢ eR +o0 - -
Branche parabolique de direction Oz +oo +oo 0 -
Branche parabolique de direction y = ax | oo Fo0 a € R* +o0
Asymptote d’équation y = yg +o0 Yo - —
Branche parabolique de direction Oy +oo +o0 +oo —

Exercice 4. — Justifier que f:z — /z + Inz est dérivable sur ]1;+oo].

Corrigé. — La fonction u:]1;4o00] — R est dérivable sur |1;+oo[ (comme somme d’'un polynéme

et du logarithme, tous deux dérivables sur R%) et a valeurs dans RY (car Vo > 1, Inz > 0 donc
x4+ Inxz > 2 > 0). Par suite, par composition avec la racine carrée qui est dérivable sur R*, la fonction

f=+/uest ‘dérivable sur ]1;+o0. ‘

Exercice 5. — Tracer © — +/x sur [0;4] en placant uniquement trois points et leurs tangentes.
Y
2 4
1 4
N
1 1 1 1 X




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°9
Mercredi 24 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de dérivation d’une fonction composée.

Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies possibles pour une courbe y = f(z).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N°9
Mercredi 24 septembre 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme de dérivation d’une fonction composée.
Corrigé. —
Formule de dérivation d’une fonction composée. — Soient I et J deux intervalles non

triviaux et u: I — R et v:J — R deux fonctions. Si
1°) Ve e I, u(z) € J;
2°) u est dérivable sur [;

3°) v est dérivable sur J,
alors v o u est dérivable sur I et Vo € I, (vou)'(z) = o' (x)v' (u(z)).

Exercice 2. — Donner la liste des branches infinies possibles pour une courbe y = f(z).

Corrigé. — Soient f: D C R — R une fonction et z( et yo deux réels.

1°) Si f(x) o2, T alors la courbe représentative de f admet une asymptote verticale d’équation

Tr = Zg.

2°) Si f(x) +S5The Yo, alors la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation

Y =Yo-

3°) Si f(z) —» +oo et L () S 0, alors la courbe représentative de f admet une branche

L T—Foo . x
parabolique de direction Oz.

4°) Si f(z) — oo et {=) 4, T00, alors la courbe représentative de f admet une branche

r—t+oo T

parabolique de direction Oy.

5°) Si f(z) .=, +oo et @ 7.0 €R et f(z) —axr —p beER, alors la courbe représentative

z—F0o0 ; . r—Foo
de f admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b.

6°) Si f(z) — tooet f&) L, g eR* et f(z) —ax o0, alors la courbe représentative de

z—+oo T  x—doo ) : . 0 .
f admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°10
Jeudi 25 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

[(2-92)"°dx

/xadx

i (5=m7)

/m\/mQ—f—ldx




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

cos(a — b)

cos(2a)

(en fonction de cos? a)

sina cos b

CoSp + cosq

cos(Q%’T)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°10
Jeudi 25 septembre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
[(2—92)*5dx — % (2 — 92)%° 4 cste Intervalle : |—o00; Z[
xa—i—l ]
Va € R, /:17"‘ dz a+1 +oste siaz -l Intervalle : R7
In|z| +cste sia=-1.
d 1 35
— v D ine: R\ {3
dz ((3 - 7x)5> (3 —7x)6 omaine : R\ {7}
dz 1 1 3 3
/m %m+cste Intervaﬂe N ]—0077[011]774-00[
. 1 ‘
/ xva?+ 1de 3 (2% 4 1)3/2 + cste Intervalle : R
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

V(a,b) € R?, cos(a — b) cosacosb+ sinasinb
Va € R, cos(2a) 2cos?a—1

V(a,b) € R?, sina cos b sinfa — b) _; sinfa +)
V(p,q) € R?, cosp + cosq 2 cos(E51) cos(252)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°11
Lundi 29 septembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Décrire les différents cas ol une courbe d’équation y = f(x) admet une branche
parabolique.

Exercice 2. — Montrer que f:x +— tan(ﬁ) est dérivable sur R et donner sa dérivée.



Exercice 3. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en quantfiant correctement.

Quantification Formule demandée Réponse

«
lim
z—+o0 Inf xT

[}

lim —
z—+oo e¥

lim I+z)*—-1
x—0

z#£0

lim In(1+ x)

20"
Exercice 4. — Tracer z — zV2 sur [0;2] en placant uniquement deux points et leurs tangentes.
Y

8



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 11
Lundi 29 septembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Décrire les différents cas o une courbe d’équation y = f(z) admet une branche
parabolique.

Corrigé. — Il y a trois cas.

1°) Si f(x) =3 +oo et @ 5 0, alors la courbe représentative de f admet une branche

parabolique de direction Ozx.

2°) Si f(z) =g, Foo et @ » ST, 00, alors la courbe représentative de f admet une branche

parabolique de direction Oy.
3°) Si f(z) ,5p Fooet @)y g eR* et f(z) —ax —p =oo, alors la courbe représentative de

f admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax.

Exercice 2. — Montrer que f:2 — tan(-) est dérivable sur R et donner sa dérivée.
1

Corrigé. — La fonction u: 2 +—— S — est dérivable sur R (comme inverse de la fonction ch qui est dérivable
sur R et ne s’annule jamais) et & valeurs dans [0;1] vu que ch > 1. Par composition avec tan qui est

dérivable sur [0;1] vu que [0;1] C ]=7F; Z[, on en déduit que ‘ f = tanwu est dérivable sur R ‘ et on a

shx 1
Ve eR, f(z) = (x)tan’ = /(z)(1 + tan® =|— 1+ tan?( —
P ER, /() = (o) tan (u(a)) = o ()1 + tan(u(a)) = |~ S50 (1 tan? (=
Exercice 3. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en quantfiant correctement.
Quantification Formule demandée Réponse
xa
Ya >0, V38 >0, z—l>I—iI-loo @ +00
sh
lin%) e 1
A0
:Ca
Ya >0, Va >0, lim 0
z—+oo e¥
1 *—1
Va € R, lim % Q
x—0 x
z#0
In(1
hﬂ}) n(1+ x) 1
=
Exercice 4. — Tracer z — zV2 sur [0;2] en plagant uniquement deux points et leurs tangentes.
Y
2 .
1 .
> 1 1 x



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°12
Jeudi 2 octobre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/ dx
(8x + 3)1/8

/xadx

% (tan(Q:v))

/tanm dx




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

tan(a + b)

. In® z
lim
z—+oo %

x

lim —
r—+oo ™

lim I+2)*—1
x—0

z#£0

tanx

11'1'%)
r—r X
z#0




PTSI de Nevers

2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 12

Jeudi 2 octobre 2014

durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
dz 1 7/8 1.3
/ W ? (8:8 + 3) —+ cste Intervalle . ]75 7‘i’C)O[
xa—i—l ]
Va € R, /:17"‘ dz a+1 +oste siaz -l Intervalle : R7
In|z| +cste sia=-1.
d 2 . s
e tan(2z) 2(1 + tan“(2z)) Domaine : R\ (§ + 7Z)
x
dz 1 1 3 3
/m —%md‘-cste Intervaue:]-OO;-g[OU]g;—FOO[
/ tanz dz —In|[cos z| 4 cstelntervalle : | -5 + km; 5 + kn[ ou k € Z
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
t tan b
Sia, b et a + b sont dans tan(a + b) %
R\ (Z +7Z), — tan a tan
n?
Va >0, Y8 >0, lim —— 0
r—+oco &
Ya > 0, lim — 400
z—+4oo0 ¢
1 *—1
Va € R, lim (1+2) «
x—0 xr
z#0
t
/lirr%) anx 1
e




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°13
Lundi 6 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Enoncer et démontrer ’inégalité triangulaire pour des nombres complexes, cas d’égalité compris.



Exercice 2. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e si ¢t € R.

Exercice 3. — Sin € N et z € R, calculer les sommes >_;'_ cos(kz) et >, _, sin(kz).



Exercice 4. — Résoudre z%2 — 3z + 3 — 3.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 13
Lundi 6 octobre 2013

durée : 30 min

Exercice 1. — Enoncer et démontrer I’inégalité triangulaire pour des nombres complexes, cas d’égalité compris.
Corrigé. — Voici ’énoncé :
Inégalité triangulaire. — Si (z,w) € C x C, alors |z + w| < |z| + |w]| avec égalité si et seulement si z et w

sont sur une méme demi-droite issue de 0.

DEMONSTRATION. — Soient z et w deux nombres complexes. On a
|z 4wl = (z + w)(z + w) = 2Z + 20 + Zw + ww = |2|° + 2Re(2wW) + |w|
2 _ 2 2 2
< el 202w 4wl = (2] 4 2z w] + ] = (2] + wl)?

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat vu que |z + w| > 0 et |z| + |w| > 0.
Cas d’égalité. — D’apres le raisonnement précédent, il y a égalité dans |z + w| < |z| + |w] si et seulement s'il y a
égalité dans Re(zw) < |zw]| ’est-a-dire

|z +w| = |z] + |[w| <= Re(zw) = |20| <= 2w R, <= INER,, zw=\

<— w=0o0ouw#0 et IXN R, z0w = Iw

— w=0ouw#0 et INeR,, z|w]> = Iw

<— w=0ouw#0et INER,, 2= \u/;\ﬁw

— w=0ouw#0 et JueR,, z=pw

<= z et w sont sur une méme demi-droite issue de 0
Exercice 2. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e si t € R.

. Lt Lt Lt Lt . .t .t .

Corrigé. — Site€R,onal— et =¢ize s —elzelz =el2(e7'z —elz) =| —2i Sin(%)elé !
Exercice 3. — Sin € Net z € R, calculer les sommes » ,_, cos(kz) et >_7_ sin(kz).

Corrigé. — Soient n € Net z € R. On a

Zcos kx) —i—zZsm (kx) = i (cos(kx) + isin(kz)) = Zeikw — Z(eiz)k
k=0 k=0

Distinguons deux cas.
PREMIER CAS : e = 1 c’est-a-dire x = 0 mod 27. On a alors

Zcoskx +zZsmkx §1n+1,

k=0 R

€R €R

donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

Zcos(km) =n+1| et Zsin(kw) =0
k=0

SECOND CAS : €'® # 1 c’est-a-dire  Z 0 mod 27. On reconnait une somme géométrique de raison # 1 et on utilise
la formule de I'exercice précédent :

n n . nt1 )
1—eilntz 25 @ gin (2l y) o sin(2H )
k - in(k — : — 2 _ o5 2
Z cos(kx) +i Z sin(kzx) o 3ic"% sin(2) e Sin(2)
€R eR
sin(2H ) sin(2H x)
= cos(Zx) — 2> +isin(Zx) 2
2 in(%) 2 sin(%)

eR €R



Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient

L sin(2H ) . sin(2H )
Zcos (kx) = cos(§x) ——%— sin(2) et Zsm (kx) = sin(§2) ——%— sin(2)
Exercice 4. — Résoudre 22 — 3z + 3 — 1.
Corrigé. — On est en présence d’une équation du second degré & coefficients complexes az? + bz + ¢ = 0 avec a = 1,
b= —3 et c =3 —i. Son discriminant est A = b? — 4ac = (—3)? —4(3 —i) = 9 — 12 + 4i = —3 + 4i qui est non nul,
donc I’équation admet deux racines complexes distinctes z; = _g:‘; et 29 = _355 ol 6 € C vérifie 62 = A
Cherchons un tel . On pose § = x + iy avec x et y réels. On a
6% = -3 +4i
§* =3 —4i < ) T ‘
[0]” = |—3 + 4i
(v +iy)? = —3 + 4i
224y =324+42=9+16=v25=5
22 — P+ i 2y = —3—1—1'4
— 2 —
A eR €R = €R
?+y?=5
2?2 —y? = -3 (bgalité des parties réelles)
= Qxy =4 (égalité des parties imaginaires)
2> +y2=5
2_5-3 _ 2 _
p= =g =1
= qyr=33=58=4
Ty =2
z==1
— Jy==2
x et y de méme signe
r=1et y=2
<= <(ou
=—1let y=-2
571+22‘ ou ’5771,21‘

Choisissons par exemple § = 1 4 2i. Les deux solutions de ’équation sont donc

b+ 34+ (1420) 4+ : b—§ 3-(1+42) 2-2i :
T, 2 2 4 m=T, 2 2 !




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 14
Jeudi 9 octobre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/xadx

i (o)

/ dx
(5x + 3)1/5

/ta112 rdx

/733 dx
V1—22




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

tan(a — b)

et -1

hn})

20 7
Us
Uy
Un




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 14
Jeudi 9 octobre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
‘,L.a+1 ]
Va € R, /:1:"‘ dz a+1 +oste siazF -l Intervalle : R*
In|z| +cste sia=-1.
d 1 1 . 3
a (W) —W Domalne . ]—37+OO[
d 1
/ m 1 (533 + 3)4/5 + cste Intervalle : ]—% ,+OO[
/tan2 xdx tanx — x 4 cste Intervalle : | =3 +k7m; 5 +kw[ ol k € Z
x
——dx —v1— 22+ cste Intervalle : |—1;1
[ v 101
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

Sia, b et a— b sont dans

tana — tanb

t —-b -
R\ (§ +7Z), an(a —b) 1+ tanatanbd
*_1
lim & 1
s
Us {1,5,52} ot j = e
Uy {l,i,—l,—i}
v” c N* Un {1,62?, ’8275(71.;1)7\'}




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°15
Lundi 13 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Expliquer bri¢vement le principe du calcul des sommes Y;'_ cos(kz) et >, sin(kz).

Exercice 2. — Résoudre e* = —5.

Exercice 3. — Résoudre 2° = —4/2.



Exercice 4. — Donner la traduction de I'alignement en terme d’un quotient de nombres complexes.

Exercice 5. — Donner la définition d’une rotation.

Exercice 6. — Nature géométrique de la transformation d’écriture complexe z — (§ — 1i)z.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 15
Lundi 13 octobre 2013

durée : 15 min

Exercice 1. — Expliquer bri¢vement le principe du calcul des sommes >;'_ cos(kz) et >, _, sin(kz).

Corrigé. — On exprime les cosinus et sinus en terme d’exponentielles complexes pour se ramener a une somme
géométrique puis on factorise par le demi-angle pour obtenir une formule simple.

Exercice 2. — Résoudre e¢* = —5.
Corrigé. — On a
f =5 = ¢ =5 «— =" — |3k e Z, z=Inb+in+ 2ikr

Exercice 3. — Résoudre z° = —41/2.

Corrigé. — On a

€Us < |Tk€{0,1,2,3,4}, z=—V2e"5"

2= 4V2 = P = (V2] = <_f/§)5 = —L\/i

Exercice 4. — Donner la traduction de 'alignement en terme d’un quotient de nombres complexes.

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives z, a et b. Si M est distinct de A et B, alors

-b -b
M, A et B alignés <~ (W,W)zo mod 7 <~ arg(z) =0 modr « |2 réel

Exercice 5. — Donner la définition d’une rotation.
Corrigé. —
Définition d’une rotation. — Soient § € R et O un point du plan. La rotation de centre O et d’angle 6

est Papplication du plan dans lui-méme qui laisse O fixe et qui & un point M # O associe I'unique point M’
tel que OM = OM’ et (OM,0M’) =6 mod 27.

i
|

Exercice 6. — Nature géométrique de la transformation d’écriture complexe z — (

Corrigé. — Puisque @ — %z = ¢77%, il s’agit de la |rotation de centre O et d’angle —3% ‘




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°16
Mardi 14 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la traduction de 'alignement de A, M et B en terme d’un quotient de nombres complexes.

Exercice 2. — Donner la traduction de (AM) L (BM) en terme d’un quotient de nombres complexes.



Exercice 3. — Donner la définition d’une translation.

Exercice 4. — Donner la définition d’une homothétie.

Exercice 5. — Donner la définition d’une rotation.



2014-2015

PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 16
Mardi 14 octobre 2013

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la traduction de 'alignement de A, M et B en terme d’un quotient de nombres complexes

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives z, a et b. Si M est distinct de A et B, alors

— = —b
M, A et B alignés <= (AM,BM)=0 modn <= arg(z) =0 mod 7 < réel
z—a

Exercice 2. — Donner la traduction de (AM) L (BM) en terme d’un quotient de nombres complexes.

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives z, a et b. Si M est distinct de A et B, alors

_— = —-b -b
(AM) L (BM) <= (AM,BM)=7% mod 7 <= arg(j_a> 5 mod T = z—a imaginaire pur

Exercice 3. — Donner la définition d’une translation.
Corrigé. —
Définition d’une translation. — Soit ¥ un vecteur du plan. La translation de vecteur ¥ est ’application
du plan dans lui-méme qui & un point M associe I'unique point M’ tel que MM’ = .
Exercice 4. — Donner la définition d’une homothétie.
Corrigé. —

Définition d’une homothétie. — Soient A € R* et O un point du plan. L’homothétie de centre O et
de rapport A est 'application du plan dans lui-méme qui & un point M associe 'unique point M’ tel que

OM' = \OM.

Exercice 5. — Donner la définition d’une rotation.

Corrigé. —
Définition d’une rotation. — Soient 6 € R et O un point du plan. La rotation de centre O et d’angle 6
est Papplication du plan dans lui-méme qui laisse O fixe et qui & un point M # O associe I'unique point M’

tel que OM = OM" et (OM,OM") = 6 mod 2r.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°17
Mercredi 15 octobre 2013

Répondre sur la feuille ; durée : 2 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une bijection.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 17
Mercredi 15 octobre 2013

durée : 2 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une bijection.
Corrigé. —
Définition d’une bijection. — Soient E et F' deux ensembles, f: E — F une application, X une partie

de F et Y une partie de F. On dit que f établit une bijection de X sur Y si

VyeY, JeeX, y=f(x).




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 18
Jeudi 16 octobre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/xadx

/(—4x —3)?3dx

1
d
/ cos? x v

sinx
5 dx
cos? x

/vl—i—lnaz
——dx

X




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

tan(a + b)

ES
I
=3

Exercice 3. — Tracer lallure de z — z4/3

donne également a titre indicatif 24/3 ~ 2,52.

en placant uniquement deux points et leurs tangentes respectives. On

Y

8



PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’ INTERROGATION N°18
Jeudi 16 octobre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse
xa+1
Va € R, /:co‘ dx a+1 +oste sia# -l Intervalle : R
In|z| +cste sia=-1.
3 5
/(f4x —3)Y3du ~ 50 (—4z — 3)°/® + cste Intervalle : |—o0; —2[
1 - - .
5— dx tanx + cste Intervalle : | =3 +k7m; 5 +kr[ ot k € Z
cos? x
/ L da +oste  Intervalle : |—% 4 km; T+ kr[ on k € Z
cos? x cosx
V141 2
/ vithe dx 3 (1+1nz)%? + cste Intervalle : [e~1; +o00]
x
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse
Sia, b et a+ b sont dans tan(a + b) tana + tanb
an(a _—
R\ (§ +7Z), 1 —tanatanb
n 1-q"+1 .
1 sig#1,
¥geC, VneN, S —g Y47
k=0 n+1 siqg=1.
Vn € N* U, (1,55, e2 )
Exercice 3. — Tracer Pallure de © — z*/? en placant uniquement deux points et leurs tangentes respectives. On

donne également a titre indicatif 24/3 ~ 2,52.

Y

L 2

8




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°19
Vendredi 17 octobre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Donner le théoreme de la bijection.

Exercice 2. — Donner le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 19
Vendredi 17 octobre 2014

durée : 5 min

Exercice 1. — Donner le théoréeme de la bijection.

Corrigé. —
Théoréme de la bijection. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et f:I — R une fonction.
Si

1°) la fonction f est continue sur [;
2°) la fonction f est strictement monotone sur T ;

3°) limage de I par f est J,
alors

(7) la fonction f établit une bijection de I sur J;

(i1) la fonction f~! est continue sur J.

Exercice 2. — Donner le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.
Corrigé. —
Théoréme de dérivabilité d’une réciproque. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et

f:I — R une application. Si
1°) le théoréme de la bijection montre que f établit une bijection de I sur J

2°) f est dérivable sur I
alors f~1 est dérivable en tout point y = f(x) € J ot @ € I et f'(x) # 0 et on a alors




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 20
Lundi 3 novembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner la définition d’une bijection.
Exercice 2. — Donner le théoréme de la bijection.

Exercice 3. — Donner le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 4. — En justifiant soigneusement, donner arctan(—+/3) et arctan(tan 2&).

Exercice 5. — On suppose avoir démontré que le théoreme de la bijection s’applique a tan sur -7 ; 5[ et montre

que arctan est continue sur R. Démontrer soigneusement que arctan est dérivable et donner sa dérivée.

Exercice 6. — Tracer arctan.




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 20
Lundi 3 novembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une bijection.

Corrigé. —
Définition d’une bijection. — Soient E et F' deux ensembles, f: E — F une application, X une partie
de F et Y une partie de F. On dit que f établit une bijection de X sur Y si

VyeY, JeeX, y=f(x).

Exercice 2. — Donner le théoréeme de la bijection.

Corrigé. —
Théoréme de la bijection. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et f: I — R une fonction.
Si

1°) la fonction f est continue sur I ;
2°) la fonction f est strictement monotone sur I ;
3°) limage de I par f est J,
alors
(7) la fonction f établit une bijection de I sur J;

(i) la fonction f~1 est continue sur J.

Exercice 3. — Donner le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.
Corrigé. —
Théoréme de dérivabilité d’une réciproque. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et

f:I — R une application. Si
1°) le théoréme de la bijection montre que f établit une bijection de I sur J

2°) f est dérivable sur I
alors f~1 est dérivable en tout point y = f(x) € J ot & € I et f'(x) # 0 et on a alors

Corrigé. — Puisque tan(—73) = —v/3 et —% € ]-%;Z[ on a |arctan(—v3) = —F |

N

On a tan(ZF) = —1 = tan(—Z) avec —Z € |—Z; Z[ donc | arctan(tan ZF) = —

Exercice 5. — On suppose avoir démontré que le théoreme de la bijection s’applique & tan sur |—7 ; 7| et montre

que arctan est continue sur R. Démontrer soigneusement que arctan est dérivable et donner sa dérivée.

Corrigé. — Vérifions les hypotheses du théoréme de dérivabilité d’une fonction réciproque :

1°) le théoreme de la bijection montre que tan établit une bijection de I = |- ; Z[sur J =R
2°) tan est dérivable sur I = |7 ; 7] (car cet intervalle est inclus dans son domaine de dérivabilité R\ (§ + 7Z))
Par conséquent, arctan est dérivable en tout point y = tanxz € J = Rouz € I = |- ;5[ et tan’ 2z # 0. Puisque

tan’ = 1 4 tan? > 1 > 0, on en déduit que arctan est dérivable sur J = R tout entier et que

1 1 1

vteR tan’(t) = = =
, arctan(t) tan/(arctant) 1+ (tan(arctant))? 1+¢2




Exercice 6. — Tracer arctan.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 21
Jeudi 6 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse

/xadx

/(5x +2)Y° dx

1
——dx
/\/1—3:2

d
/iﬂfdx
5+ x2

d
e (arctan(2z))




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine Formule demandée Réponse
tan(a — b)
. arcsinzx
hm0 _—
940 7
Un
Exercice 3. — Tracer 'allure de x — arcsin x en placant uniquement trois points et leurs tangentes respectives.
Y
1 £
} } x
-1 0 1




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 21
Jeudi 6 novembre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
xa+1
Va € R, /:co‘ dx a+1 +oste sia# -l Intervalle : RY.
In|z| +cste sia=-1.
5 1 5
/ (52 4 2)Y/° dx 6 (52 4 2)%/° 4 cste Intervalle : |—2 ; 400
/ 1 dz arcsin x + cste Intervalle : |—1;1]
1 Vi =1
V1— 122
dz 1 x
——dz —— arctan| —= | + cste Intervalle : R
/ 5+a? V5 <\/5 )
d (arctan(2z)) 2 2 Domaine de validité : R
- = Vi .
dz 14 (22)2 14422
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

Sia, bet a—>bsont dans

tana — tanbd

s tan(a — b e T
R\ (5 +72), ( ) 1+ tanatanbd
arcsin
lim, 1
%40 7
vn e N* U, {l,e%,...,eW}
Exercice 3. — Tracer l'allure de x — arcsin x en plagant uniquement trois points et leurs tangentes respectives.
Y
s
-
1 £
% } T
14+
o
s




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 22
Vendredi 7 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 2 min

Exercice 1. — Donner le théoréme fondamental de I’analyse.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 22
Vendredi 7 novembre 2014

durée : 2 min

Exercice 1. — Donner le théoréme fondamental de I’analyse.
Corrigé. —
Théoréme fondamental de I’analyse. — Soient [ un intervalle non trivial, f:I — K = R ou C une

fonction et zy € I. Si f est continue sur I, alors F': 2 — f;ﬂ f(t) dt est dérivable sur I et Vo € I, F'(z) = f(x).




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 23
Vendredi 7 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de changement de variable.

Exercice 3. — Mettre  — 3 cosz + 5sinx sous forme z — Acos(x —¢) ot A >0 et ¢ € R.



dx

Exercice 4. — Calculer / _
2+ 22 +3

Exercice 5. — Calculer /6430 sin(3x).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 23
Vendredi 7 novembre 2014

durée : 15min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.
Corrigé. —
Théoréme fondamental de I’analyse. — Soient [ un intervalle non trivial, f: I — K = R ou C une

fonction et zy € I. Si f est continue sur I, alors F': 2 — f:ﬂ f(t) dt est dérivable sur I et Vo € I, F'(z) = f(x).

Exercice 2. — Enoncer le théoréme de changement de variable.
Corrigé. —
Théoréme de changement de variable. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de R et f:1 —

K=Ret ¢p:J — R deux fonctions. Si :
1°) la fonction f est continue sur I ;

2°) la fonction ¢ est & valeurs dans T ;

3°) la fonction ¢ est C*! sur J,

®(B) B
alors, pour tous « et 3 dans J, / f(z)dz = / (1) () dt.
w(a) a
Exercice 3. — Mettre x — 3 cosx + 5sinz sous forme  — Acos(x —¢) ot A >0 et p € R.
Corrigé. — On pose A = /32 + 52 = /9 + 25 = | /34 |. Puisque (\/%)Q—I—(\/%)Q =1, il existe ¢ € R tel que cos p = \/%
et sinp = \/‘}4. On a donc p = + arccos(\/%) mod 27 et le signe est + car sinp > 0 donc ¢ = arccos(\/%) mod 27.
d
Exercice 4. — Calculer /7m
x?2+2x+43
Corrigé. — On a
/ da / da / da 1 / da 1 / % .
= = = - —_— e — —eee €T
x2 + 22 + 3 (x+1)2—-1+3 (@+12+2 2/ s@+1)2+1  v2/) (55)2+1
= % arctan(w—\;%l) + constante Intervalle de validité : R.
Exercice 5. — Calculer /643” sin(3x).
Corrigé. — On a
/64”j sin(3z) dx = Im (/ elredi da:) =Im (/ el4+30)e da:) = Im(M e(4+32)x> + constante
i
=Im (4 — 3 643”63”) + constante
25
e4w
=Im (25 (4 — 3i)(cos(3x) + i sin(3x))> + constante
64.'11
=TIm ( > (4 cos(3x) + 3sin(3z) +i (4sin(3z) — 3 cos(3x)))> + constante
~~
€R €R €R
6437

=5 (4sin(3z) — 3 cos(3x))




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N° 24
Jeudi 13 novembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

cos(a +b)

tan(a + b)

sin(2a)

sin? a

(en fonction de cos(2a))

CoSp + cosq

cosasinb

cos(m — x)

COSU = COsv

sinu = sinv

sin x

(formule d’Buler)




1
d
Exercice 2. — Calculer / ( a en faisant le changement de variable t = v/x + 1.
0

x+2)Va+1



PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE I’INTERROGATION N° 24
Jeudi 13 novembre 2014
durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
V(a,b) € R? cos(a +b) cosacosb —sinasinb
Sia, b et a+b sont dans tana + tanb
R\ (T + n7Z), tan(a +) T tanatanb
Va € R sin(2a) 2sinacosa
Va € R sin? a 1_#8(2@
V(p,q) € R? cosp + cosq 2 cos(2E2) cos(252)
V(a,b) € R? cosasind sinfa + ) ; sinfa — b)
vz eR cos(m — x) —coszx
V(u,v) € R? COSU = COSV <= u=4v mod 27
V(u,v) € R? sinu = sinwv <= u=wv mod 27 ou u =7 —v mod 27
Vr e R sin x ¢ — _eiiz
24

1
d
Exercice 2. — Calculer / ( a en faisant le changement de variable t = vz + 1.
0

x+2)Vr+1

Corrigé. — Faisons le changement de variable t = v/x + 1 c’est-a-dire & + 1 = t? c’est-a-dire z = t> — 1. On utilise pour
cela le théoreme suivant :

Citer le théoreme de changement de variable pour les fonctions continues sur un segment ici.

Prenons I =]—1;+4o00[, J =]0;400[, f: ] — R, 2 +—
du théoréeme :

m et p:J — R, t —> t2 — 1. Vérifions les hypothéses

1°) la fonction f est continue sur I comme inverse de la fonction © — (x+2)v/z + 1 qui l'est (produit d’un polynéme
et d’une racine carrée d’un polynéme & valeurs strictement positifs) et & valeurs non nulles;

2°) la fonction ¢ est & valeurs dans I car sit >0, on at> > 0et donct?—1> —1;
3°) la fonction ¢ est C* sur J comme polyndme et Vt € J, ¢/(t) = 2t.
En appliquant le théoréme avec a = 1 € J (donc ¢(a) =0) et B = /2 € J (donc () = 1), on obtient

! dz #(5) 5 . V2 oopdy V2o
/0 (z+2)vz 11 :L(a) f(x)dx:/a f(‘p(t))wt)dt:/l (t2+1)t:2/1 241

= Z[arctan(t)]yg = 2arctan v/2 — 2arctan(1) = | 2arctan v/2 — g




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 25
Lundi 17 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre y' + e~ M gur 15 1]

1
\/l—ny_



—3x

Exercice 2. — Résoudre y” + 6y’ + 9y = ¢75% sur R.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 25
Lundi 17 novembre 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Résoudre ¢y + y = e TSN qup |1 1]

1—2a?
Corrigé. — L’équation se récrit y' = —ﬁy + e~ &inT dong est de la forme y' = a(x)y + b(x) ow a:]—1;1] — R,
T — —ﬁ et b:]—1;1] — R, 2 — e~ ¥ gont continues (comme opposé de la dérivée de arcsin et comme
exponentielle de arcsin vu que arcsin est C* sur |—1;1]).

PREMIERE ETAPE : résolution de [’équation homogéne. — Puisque 1'équation homogene est du type y' = a(z)y avec a
continue sur |—1;1[, "ensemble des solutions est {z — A\eA(®) | A € R} ot A est une primitive de a sur |—1;1[. On
prend par exemple A = — arcsin, donc I'ensemble des solutions de I’équation homogene est

| {z+— de~ 7 | \ e R} |

DEUXIEME ETAPE : recherche d’une solution particuliére. — Cherchons une solution particuliére de la forme ¢ :z —
AeA@®) olt X est C* sur |—1;1[. La fonction ¢ est également C* sur ]—1;1[ et on a, puisque A’ = a,

¢ solution <= Vr €]-1;1[, ¢'(x)=a(x)p(x)+ b(x)
— Vre]-1;1, N(z)ed® + \x)a(z) = a(z)\(z)e @) + b(x)
— Vze]-1;1, XN(z)e® =b(z)
— Vze]-1;1, N()= b(z)efA(‘”) = e~ rcsinzarcsine _

Il suffit donc de prendre \:x — x c’est-a-dire que ¢ :x —> est solution particuliere.

TROISIEME ETAPE : résolution de I’équation compléte. — Toute solution de I’équation est somme de la solution générale
de I’équation homogene et d’une solution particuliere donc I’ensemble des solutions est

[ {2 (z+ Ve =7 |\ R}

—3x

Exercice 2. — Résoudre y” + 6y’ + 9y = ¢75% sur R.

Corrigé. — L’équation est du type ay” + by’ + cy = d(x) aveca =1 # 0, b = 6 et ¢ = 9 constants et d:R — R,

x — e~3% continue sur R (fonction de type exponentielle).
PREMIERE ETAPE : résolution de I’équation homogéne. — L’équation étant & coefficients constants, on forme donc
I’équation caractéristique 72 + 6r + 9 = 0. Elle admet pour unique solution ro = —3 car r2 + 6r + 9 = (r + 3)? donc

I’ensemble des solutions de ’équation homogene est

o Qe | () € B2 = [ — O+ e | (0 p) € B2}

DEUXIEME ETAPE : recherche d’une solution particuliére. — Puisque —3 est racine double de 1’équation caractéristique,
on cherche une solution particuliére de I’équation compléte sous la forme ¢ : 2 — Ba?e™3%. La fonction ¢ est C? sur
R (produit d'un polynéme et d'une exponentielle) et on a Va € R, ¢/(z) = 2Bre™3% — 3Bx?e 3% = B(2z — 322)e ™3 et
¢"(z) = B(2 — 6x)e 3% — 3B(2x — 322)e 3% = B(2 — 122 + 92%)e 3% et donc
@ solution <= Vx € R, " (x)+6¢ () + 9p(x) = e 3*

— Vo eR, B(2- 122+ 92%)e 3 + 6B(22 — 32%)e 3" + 9Ba%e 3 = =3

— Vx € R, B(2—12z+ 92 + 122 — 182% + 92%)e 3" = 73

<= Vz eR, 2Be 3 =¢ 3

<= 2B =1 (car une exponentielle ne s’annule jamais)

<~— B=

N[ —=

1,2 -3z
5(1}'6 .

Donc une solution particuliére est ¢: 2z —

TROISIEME ETAPE : résolution de I’équation compléte. — Toute solution de I’équation est somme de la solution générale
de I’équation homogene et d’une solution particuliere donc I’ensemble des solutions est

{z— (32 + Az + p)e™" | (A, p) € R?}




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 26

Jeudi 20 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité

Quantification Formule demandée Réponse

somme géométrique

somme arithmétique

(a+0)"

a” —b"




PTSI de Nevers

2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 26

Jeudi 20 novembre 2014

durée : 5 min

Exercice. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse
1— raisonnombre de termes
L (premier terme) X - si raison # 1,
somme géométrique 1 — raison
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.

somme arithmétique

(somme des termes extrémes) X (nombre de termes)
2

k=5

Y(a,b) € C2, ¥n € N, a+b)" (”> akprF
(a,0) (a+0b) kZ:O )
n—1
V(a,b) € C?, ¥n € N* a™ —b" (a—b) Y a1k
k=0
. (agyaus| 1 11 n
vn € N Z(k—l k:—2> n+3 3 3(nt3)

(+)

131 13 x12x 11 x 10
419! 2x3x4

=13x11x5=13x55="715




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION Ne° 27
Jeudi 27 novembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner ’énoncé du théoréme de dérivation d’une fonction réciproque.
Exercice 2. — Donner I’énoncé du théoreme de Cauchy-Licphitz pour une équation d’ordre un.
f(B)
Exercice 3. — Donner ’énoncé du théoreme de changement de variable pour = f(t) dans W (z)dx ou

W:J—1Tet f:I—J. fla)



Exercice 4. — Soit f:R — R, z —— ze”®. C’est une fonction dérivable sur R et son tableau de variation est le
suivant. Donner I'image de lintervalle [—1 ; +o0].

f'(x) - 0 +

Exercice 5. — On reprend les notations de ’exercice précédent et on suppose avoir démontrer grace au théoreme de
la bijection que f établit une bijection de I sur son image J. En utilisant le théoréme de l’exercice 1, montrer que f~!
est dérivable sur J privé d’un point que l'on précisera.

W(y)
Exercice 6. — Expliquer en une ligne comment calculer / (t2 + t)et dt.
0



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 27
Jeudi 27 novembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du théoreme de dérivation d’une fonction réciproque.
Corrigé. —
Exercice 2. — Donner ’énoncé du théoréme de Cauchy-Licphitz pour une équation d’ordre un.
Corrigé. —
£(8)
Exercice 3. — Donner ’énoncé du théoréme de changement de variable pour = f(t) dans W(z)dx on
W:J—1Tet f:1—J. f(a)
Corrigé. —
Exercice 4. — Soit f:R — R, 2 —— ze”. C’est une fonction dérivable sur R et son tableau de variation est le
suivant. Donner I'image de lintervalle [—1; +o0].
T —o0 -1 400
() - 0 -
0 +o0
/ S,
e
Corrigé. —
Exercice 5. — On reprend les notations de ’exercice précédent et on suppose avoir démontrer grace au théoreme de

la bijection que f établit une bijection de I sur son image .J. En utilisant le théoréme de I'exercice 1, montrer que f~!
est dérivable sur J privé d’un point que l'on précisera.

Corrigé. —
W(y)

Exercice 6. — Expliquer en une ligne comment calculer / (t2 +t)et dt.
0

Corrigé. —



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 28
Lundi ler décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition en € et N d’une suite convergeant vers un réel.
Exercice 2. — Trouver graphiquement un entier N correspondant & l'inégalité Vn > N, |u, — 1] < 0,2.

2 —+

+ i
+
+ T + it + +
1 —+
+ +
+ £ + + T
+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

. o , . . . , : ,
Exercice 3. Donner la démonstration du fait que si u, e { et v, e ?" alors u,, + v, e 041,



Exercice 4. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Exercice 5. — Enoncer le théoreme de la borne supérieure.
Exercice 6. — Donner la définition d’une suite bornée.
Exercice 7. — Donner la définition d’une valeur approchée par défaut a 10~ pres.

Exercice 8. — On donne 7 =~ 3,141592653589793 et a = 32 ;ﬁgg ~ 3,141592653805688. Trouver le plus grand n tel

que a soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne 28
Lundi ler décembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition en ¢ et IV d’une suite convergeant vers un réel.
Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (uy,)nen converge vers un réel £ et on note u, —— £ si

n—+o0o
Ve>0, INeN, Yn>N, |u,—{|<e.

Exercice 2. — Trouver graphiquement un entier N correspondant a l'inégalité Vn > N, |u, — 1] < 0,2.
l
2+ l
|
|
l
|
HN =5
|
+ !
+ HEEEEEEEH
} + T + il H +
1+ |
I + -+
+ ik + + T
i :
L
l tous les termes de la suite sont
l dans la bande a partir du rang
} N=5
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 3. — Donner la démonstration du fait que si u,, e {et v, e ¢ alors u,, + v, e L+ 7.

Corrigé. — Soit € > 0. On pose ¢ = § > 0. Puisque u,, — ¢, il existe N; € N tel que
Vn > Ny, |u, —¥€ <€

Puisque v, — £, il existe N5 € N tel que
Vn > N, |u, — £ <€

Posons N = max (N7, N3). On a, d’apres l'inégalité triangulaire,
Vn >N, |u,+v, —{C+0)] <|u, =L+ v, — 0| <2 =¢,

ce qui démontre que u, + v, ST L+ 1.

Exercice 4. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Exercice 6. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (u,)nen est bornée s’il existe K € R, tel que
VneN, |u, <K.

Exercice 7. — Donner la définition d’une valeur approchée par défaut a 10~ pres.

Corrigé. —

Définition. — Soient x € R, a € R et n € N*. On dit que a est une valeur approchée par défaut de x a 10~
pressia <z <a+ 107"

Exercice 8. — On donne 7 ~ 3,141592653589793 et a = %% ~ 3,141592653805688. Trouver le plus grand n tel

que a soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.

Corrigé. — Ona a—10"? < 7 < a donc | a est une valeur approchée par excés de 7 & 10~ prés|. La précision de 10~

est optimale car ¢ — 10719 > 7.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 29
Mardi 2 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition en € et N d’une suite convergeant vers un réel.
Exercice 2. — Trouver graphiquement un entier N correspondant & l'inégalité Vn > N, |u, — 1] < 0,1.
2 —+
+ + o6
17 + I = i ]
i T i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

. o , . . . , : ,
Exercice 3. Donner la démonstration du fait que si u, e { et v, e ?" alors u,, + v, e 041,



Exercice 4. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.
Exercice 6. — Donner la définition d’une suite bornée.
Exercice 7. — Donner la définition d’une valeur approchée par exceés a 107" pres.

Exercice 8. — On donne 7 ~ 3,141592653589793 et a = 437/23 ~ 3,141539852782953. Trouver le plus grand n tel que
a soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 29
Mardi 2 décembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition en € et N d’une suite convergeant vers un réel.
Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (uy,)nen converge vers un réel £ et on note u, —— £ si

n—-+4oo
YVe>0, INeN, ¥Yn>N, |u,—/{| <e.

Exercice 2. — Trouver graphiquement un entier N correspondant & l'inégalité Vn > N, |u, — 1| <0,1.
l
2+ |
|
|
l
|
HN =9
|
l
+ 4 !
1 o ] ¥ i + T F T
1 + Ly + + + £ T
+ t
l
L
l tous les termes de la suite sont
! dans la bande a partir du rang
! =S
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Exercice 3. — Donner la démonstration du fait que si u, ST { et v, S Tho 0" alors u,, + vy, ST 0+ 0.

Corrigé. — Soit € > 0. On pose ¢’ = § > 0. Puisque u,, — ¢, il existe N; € N tel que
Vn > Ny, |u, — £ <€

Puisque v, — £, il existe N5 € N tel que
Vn > No, |u, — € <€

Posons N = max(Nj, N2). On a, d’apreés I'inégalité triangulaire,
Vn >N, |u,+v, —{C+0)] <|uy, =L+ v, — 0| <2 =¢,

ce qui démontre que u,, + v, — £+ 1.

nS+oo
Exercice 4. — Donner la définition de la borne supérieure d’un ensemble.

Corrigé. — Soit X une partie de R. La borne supérieure de X est, s’il existe, le plus petit majorant de X.
Exercice 5. — Enoncer le théoréme de la borne supérieure.

Corrigé. — Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Exercice 6. — Donner la définition d’une suite bornée.

Corrigé. — On dit qu’une suite réelle (u,)nen est bornée s'il existe K € Ry tel que

VneN, |u,| < K.

Exercice 7. — Donner la définition d’une valeur approchée par exces a 10" pres.
Corrigé. —
Définition. — Soient x € R, a € R et n € N*. On dit que a est une valeur approchée par excés de x a 10~

pressia— 107" <z < a.

Exercice 8. — On donne 7 ~ 3,141592653589793 et a = 437/23 ~ 3,141539852782953. Trouver le plus grand n tel que
a soit une valeur approchée de 7 et préciser si elle est par défaut ou par exces.

Corrigé. — On a a < 7 < a+ 107* donc |a est une valeur approchée par défaut de m & 10~ pres|. La précision de

1075 est optimale car a + 107° < 7.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 30
Mercredi 2 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 2 min

Exercice. — Enoncer le théoréme de la limite monotone pour une suite croissante.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 30
Mercredi 2 décembre 2014

durée : 2 min

Exercice. — Enoncer le théoréme de la limite monotone pour une suite croissante.

Corrigé. —

Théoréme de la limite monotone. —
1°) Toute suite réelle croissante majorée converge vers sa borne supérieure.
2°) Toute suite réelle croissante non majorée tend vers +oo.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 31
Jeudi 4 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
sinp + singq

sinu = sinv

(a+0)"

a™ — b"

/xo‘dx

ens. sol. dey” +y =0

L
k—2 k-3

somme géométrique

(V)

n—

k=

ot




Exercice 2. — Donner la définition de deux suites adjacentes.

Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des suites adjacentes en précisant I’encadrement de la limite.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 31
Jeudi 4 décembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
V(p,q) € R? sinp + sing 2sin(2E9) cos(252)
V(u,v) € R? sinu = sinv <= u=v mod 27 ouu=7—v mod 2w
" /n
Y(a,b) € C?, VneN, (a+b)" > (k> aFpnr
k=0
n—1
V(a,b) € C?, Vn e N*, a® — b" (a—b) Y a1k
k=0
xa—i—l
Vo € R, / z® da app toste staZ =L valle de validité - R
In|z| +cste  sia=-1.
Vn € N*, U, (1,55, ... 25
ens. sol. de y”" +y =0 {2 — Acosx + usinz | (\, u) € R?}
n—2
1 1 1 1
Yn >7 _— - =
( ] . ) y 1— ra‘isonnombrc de termes ] . # .
somme géométrique premier terme 1 — raison St raison ’
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.
9 9! 9x8x7
= =3x4xT7T=12xT7=84
(3> 3! 6! 2x3
Exercice 2. — Donner la définition de deux suites adjacentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites adjacentes. — On dit que deux suites réelles sont adjacentes si
1°) T'une est croissante;
2°) Dlautre est décroissante ;
3°) leur différence tend vers 0.
Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des suites adjacentes en précisant I’encadrement de la limite.
Corrigé. —
Théoréme de convergence des suites adjacentes. — Soient (uy)nen €t (Up)nen deux suites réelles. Si

(un)nen et (vn)nen sont adjacentes, alors elles convergent vers une méme limite ¢ € R.
De plus, si (un)nen est croissante et (vy)nen est décroissante, alors V(p, q) € N2 u, < £ < v,.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 32
Lundi 8 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e feR.
Exercice 2. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (uy,)nen ?
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la limite monotone dans le cas décroissant.

Exercice 4. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel > 07



Exercice 5. — Donner deux conditions nécessaires pour qu’une suite converge.

Exercice 6. — Enoncer un théoreme donnant a la fois ’existence et la valeur de la limite.

Exercice 7. — Démontrer, en revenant a la définition, que &4 —— 0.
’ ’ n® n—+4oo



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 32
Lundi 8 décembre 2014

durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, et /e R.
Corrigé. —Ve >0, INeN, VYn> N, |u, —{ <e.
Exercice 2. — Quelles sont les méthodes usuelles pour étudier la monotonie d’une suite (uy,)nen ?

Corrigé. —
1°) On étudie le signe de w11 — u

Si u, > 0, on regarde si ;“ est >1ou<1.

2°)
3°) Si u, = f(n), on étudie les variations de f.
)

4°) Si (up)nen est définie par récurrence, on peut essayer de procéder par récurrence.
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la limite monotone dans le cas décroissant.

Corrigé. —
(i) Toute suite réelle décroissante minorée converge dans R vers sa borne inférieure.

(it) Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.
Exercice 4. — Que dire d’une suite convergeant vers un nombre réel > 07?7

Corrigé. — Toute suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel strictement positif est minorée, a partir d’'un
certain rang, par un nombre réel strictement positif.

Exercice 5. — Donner deux conditions nécessaires pour qu’une suite converge.

Corrigé. — Condition nécessaire 1 : une suite convergente est bornée.
Condition nécessaire 2 : une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Exercice 6. — Enoncer un théoréeme donnant a la fois 'existence et la valeur de la limite.

Corrigé. — Une suite réelle encadrée par deux autres qui convergent vers la méme limite converge également vers cette
limite.

Exercice 7. — Démontrer, en revenant a la définition, que n2 S Tho 0.

Corrigé. — Soit € > 0. Posons N = L%J + 1 de sorte que

1 1 1 1
Vn > N, n>L/gJ+1>\/E donc 0<ﬁ<6 donc ‘nQ—O‘<€,

ce qui démontre que # et 0.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 33
Mercredi 10 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 3 min

Exercice 1. — Donner la définition de u,, o(am,) et uy,

O(ay,).

n——+oo n—+o00

Exercice 2. — Donner la définition de o,  ~ _ [3,.
n——+oo



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 33
Mercredi 10 décembre 2014

durée : 3 min

Exercice 1. — Donner la définition de u,, o(an) et up, O(aw).

n——+oo n——+oo

Corrigé. —

Définition de la négligeabilité. — Soient (uy,),ecn une suite réelle et (o, )nen une suite réelle ne s’annulant

pas & partir d’un certain rang. On dit que (uy, )nen est négligeable devant (o, )nen €t on écrit que uy, - o(ay,)
Un

lorsque o= —— 0.

Définition d’une suite dominée par une autre. — Soient (u,),cn une suite réelle et (o, )nen une suite

réelle ne s’annulant pas a partir d’un certain rang ng. On dit que (uy, )nen est dominée par (o, )nen et on

écrit que u, = O(oy,) lorsque la suite (2 )n>n, est bornée.

Exercice 2. — Donner la définition de a, oo Bn.
Corrigé. —
Définition de deux suites équivalentes. — Soient (o, )nen et (8n)nen deux suites réelles ne s’annulant

pas a partir d’un certain rang. On dit que (v, )nen est équivalente & (5y,)nen et on écrit que a,,

QAn
lorsque 3= —— 1.

n—J-oco 5"




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 34
Jeudi 11 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse

/xadx (ot o € R)

/(m—ll—l N (x+13)2>d”“"

| o

/ 3x+1
—__dx
1— (32 +1)2




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

cosasinb

somme géométrique

4sinx — cosx

(phase-amplitude)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 34
Jeudi 11 décembre 2014
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Formule demandée Réponse
x*+ T . .y
/xa dz (ot a € R) P + constante si a # —1 Intervalle de validité : RY.
In |z| + constante  si « = —1 Intervalle de validité : R ou R*
/L _3 (1 —22)%3 4 constante  Intervalle de validité : |—oco ; 4]
(1—2x)1/3 4 ' 'z

/(:c-lu - (x+13)2)d”’

1
Injz+ 1]+ 13 + constante  Intervalles : ]—oo ; =3[ ou |—3 ; —1[ ou |—1 ; +o0|
T

| =i

1
3 arcsin(3z + 1) + constante  Intervalle de validité : ]—2 ;0]

3x+1
TS dx
1—(3x+41)2

/

1
—3 V1 — (3z+1)2 + constante  Intervalle de validité : |—2 ;0]

Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée Réponse

sin(a + b) — sin(a — b)

V(a,b) € R? cosasinb 5
( or ) y 1— I,aisonnombre de termes ] ] # .
somme géométrique PIemIer tetine 1 — raison St rason ’
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.
n+1
2k —1 )
Vn > 2, H
P 2k+1 2n+3
Vr € R 4dsinx — cosx V17 cos(z + arctan(4) + 7) = /17 cos(z — arccos(——=))

ﬁ‘)_l
5

Vr e R, Vn e N*,

(L+e)" 1




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 35
Lundi 15 décembre 2014

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite dominée par une autre.
Exercice 2. — Donner la définition de deux suites équivalentes.
Exercice 3. — Remplir le tableau suivant. On justifiera rapidement le caractére non échelonné ou non réduit.
Matrice échelonnée 7 réduite 7 systéme homogene associé
1 2 3 4
05 6 7
0 8 9 10
0 1 2 3 4
0 05 6 7
0 00 0O
0 00 0O

OO OO
OO OO
OO = OO
— o O O O

o O O
o O =
[an )il \V]
—= O
—_ o O
T W




Exercice 4. — On considére dans cet exercice et les suivants la suite définie par ug = 1 et Vn € N, u, 11 = shu,.
Faire une étude graphique du comportement de la suite.

Y

o+
(=}
\]
o
©

0 1 2 3 4

Exercice 5. — Pour x > 0, résoudre shx = x et shx > =z.



Exercice 6. — Montrer que (uy)nen est bien définie et monotone. On précisera sa monotonie.

Exercice 7. — Vers quoi tend la suite (uy)pen ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 35
Lundi 15 décembre 2014

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite dominée par une autre.
Corrigé. —
Définition d’une suite dominée par une autre. — Soient (uy)nen une suite réelle et (o, )nen une suite

réelle ne s’annulant pas a partir d’un certain rang ng. On dit que (uy, )nen est dominée par (o, )nen et on
écrit que u, O(awy,) lorsque la suite (£2),,>p, est bornée.

n—+o00

Exercice 2. — Donner la définition de deux suites équivalentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites équivalentes. — Soient (o, )nen et (8n)nen deux suites réelles ne s’annulant
pas a partir d’un certain rang. On dit que (v, )nen est équivalente & (5y,)nen et on écrit que a, oo Bn
lorsque % — 1.
n N——+00
Exercice 3. — Remplir le tableau suivant. On justifiera rapidement le caractére non échelonné ou non réduit.
Matrice échelonnée 7 réduite ? systeme homogene associé
1 2 3 4 T, + 2x9 + 3x3 +4x4 =0
05 6 7 ( mnon?i ( non ) 529 + 623 + Txy =0
coefficient 0 en non échelonnée
0 8 9 10 dessous du 5) 81’2 + 91,3 + 10%4 =0
01 2 3 4
0 0 5 6 7 . To + 223+ 4x3+ 524 =0
oui non
0 0 00O (pivot # 1) 5x3 +6x4 + 725 =0
000 00O
1 2 00
0 0 0O 1+ 229 =0
0 010 non non 3 =0
ligne nulle avant une non échelonnée
000 0 O ane mon wae) < ) 21 =0
0 0 01
012 00 3 Ty + 2x3 + 326 =0
00 0 1 0 4 oui oui 4+ 4z =0
0000165 s + Bag = 0

Exercice 4. — On considere dans cet exercice et les suivants la suite définie par ug = 1 et Vn € N, u,41 = shu,.
Faire une étude graphique du comportement de la suite.



6 1

0 s U 5 g

t
o)
-+
0¢]
Ne

Exercice 5. — Pour x > 0, résoudre shx = x et shx > =z.

Corrigé. — Posons si x > 0, p(x) = shx — . La fonction ¢ est dérivable sur R} comme combinaison de fonctions de
références qui le sont et on a Vo € Ry, ¢'(x) =chz —1>0et ¢'(z) =0 < x = 0. Donc p est croissante sur R,
donc Yz € Ry, o() > ¢(0) = 0 donc ¢ est positive sur R et ne s’annule qu’en 0. Ainsi,

shx:x<:>x:0‘ et ‘Vze]&_, sthm‘

Exercice 6. — Montrer que (uy)nen est bien définie et monotone. On précisera sa monotonie.

Corrigé. — Puisque sh est définie sur R, la suite ‘ (un)nen est bien définie || Montrons par récurrence sur n € N la

propriété (Hy,) : « 0 < up < Upaq ».

Initialisation. — On a 0 < wug donc, en appliquant la fonction sh qui est croissante sur R, on obtient 0 < wuy. Or,
Va € Ry, sha > 2 donc on a, puisque ug > 0, u3 = shug > ug et donc 0 < up < ug. Ceci démontre (Hy).

Hérédité. — Considérons un entier n € N tel que (H,) soit vraie et montrons (H,4+1). L’inégalité 0 < u, < upq1
implique, puisque sh est croissante sur R, que 0 = sh0 < up41 < Upyo. Ceci démontre (H, 1)

Conclusion. — On a montré (Hy) et que Vn > 0, (H,) = (H,+1) donc, d’apres le principe de récurrence, on a
vYn € N, (H,,) vraie. En particulier,

‘ (Un)nen est croissante‘

Exercice 7. — Vers quoi tend la suite (uy)pen?
Corrigé. — La suite (uy,)nen étant croissante, d’apres le théoréme de la limite monotone, soit elle converge vers une
limite finie soit elle diverge vers +o0o. Raisonnons par ’absurde en supposant que u,, —— £ € R. Puisque Vn € N,

n—-+oo
1 = ug < u, (suite croissante), on obtient, d’apres le théoréme de passage a la limite dans les inégalités larges, 1 < /.
Faisons n — +00 dans la relation w41 = shu,. Puisque un11 == ¢ (suite extraite) et sh(u,) <=2 sh(f) (car
sh continue sur R), on en déduit, par unicité de la limite, que sh(¢) = ¢ c’est-a-dire que £ = 0 ce qui contredit le fait
que £ > 1.

La suite (u,)nen ne peut donc pas converger donc

Uy — 400
n—-+oo




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N° 36
Jeudi 18 décembre 2014
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

dx
cos? x

/(—3 —5z)/4dz

/(mif(x—lm?’)dx

cos?x —sin?x

(linéariser)

sinx cos T

(linéariser)

cosasinb

2cosx +sinx

(phase-amplitude)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

1 n
lim (1 + >
n—-+o0o n

somme géométrique

Z IR U
2k —1 2k +1

k=3

Données : n,p,q dans N*,
A = (aij) € Mnp(R),
B = (bij) € Myg(R) ct
C=AB = (cij)

(A4 B)"

(matrices)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’ INTERROGATION N° 36
Jeudi 18 décembre 2014
durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dz A
3 tan x+constante Intervalles : | -5 + kn ;5 + krn[ou k € Z
cos? x
1/4 4 5/4 3
(=3 —bx)/*dx ~% (=3 — 52)°/% + constante  Intervalle : |—oo ; — 2|
1 1 1 Intervalles : |—oo ;2]
/ (m — + = 5)3) de | Injz —2| — 72(1: P + constante 7575 G015 5 oo
Vr e R cos? x —sin?z cos(2x)
Vr e R sin x cos 1 sin(2z)
i b) —sin(a — b
¥(a,b) € R? cosasinb sinfa + ) 5 sinfa — b)
Vr e R 2cosx +sinz V5 cos(z — arctan(3)) = /5 cos(z — arccos(%))
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
1 n
lim <1 + > e
n—-+oo n
] 1— I,aisonnombre de termes ] ]
somme géométrique (premier terme) x 1 — raison si raison 7 1,
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.
n—1
1 1 1 1
Yn >4 _ - —
=5 k;:(%q 2k;+1> 5 2n—1
P
Vie[l;n], Vjel[l;dq], Cij Zai,kbk]
k=1
Si (a,b,c,d) € C* avec a b\ 1 d —b
ad — bec # 0, c d ad —bc \—¢c a
Si A et B sont deux ma- n
trices carrées de méme (A4 B)" Z (k> AkpBn—k
taille qui commutent, k=0
" /n o m — (—1)"
vn € N* e A B
nen, > (3) e !
k=1
8 8! 8 X 7x6
= =8 X 7=56
(5> 5! 3! 3!




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 38
Lundi 5 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Exercice 2. — Donner sept caractérisations de l'inversibilité d’une matrice.
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.



Exercice 5. — Soit A une matrice vérifiant —13A* 4+ 1842 + I,, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son
inverse.

Exercice 6. — Rappeler la formule du binéme pour deux matrices de Ma(R) puis calculer ( _01 _21 )n pour tout n € N.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 38
Lundi 5 janvier 2015

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.

Corrigé. —

Définition de I’inversibilité d’une matrice. — Soient n > 1 et A € M,,(K) ot K =R ou C. On dit que
A est inversible 81l existe A’ € M, (K) telle que AA' = A’A=1,.

Exercice 2. — Donner sept caractérisations de I'inversibilité d’une matrice.

Corrigé. — Soient n > 1 et A € M,(K) (ot K =R ou C). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
() A est inversible;
(it) A est équivalente par ligne a I, ;

(¢i7) le systéme AX = 0 admet pour unique solution la solution nulle;

(v) pour tout B € M, 1(K), le systeme AX = B admet au moins une solution ;
(vi) il existe D € M,,(K) telle que AD = I, ;
(vit) il existe G € M, (K) telle que GA = I,,.
Si tel est le cas, alors D =G = A~1L.

)
)
(iv) pour tout B € M, 1(K), le systétme AX = B admet une unique solution ;
)
)

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire.

Corrigé. —

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire. — Soient n et p deux
entiers > 1 et (X) un systéme linéaire & p inconnues et n équations. Si (X) posséde une solution particuliere
y=(y1,...,Yp) et si Sp désigne I'ensemble des solutions du systeme homogene () associé, alors I’ensemble
S des solutions de (X) est

S:{erz\zGSo}

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.

Corrigé. —

Définition d’une matrice nilpotente. — Soient n € N* et M € M,,(C). On dit que M est nilpotente s’il
existe p € N tel que MP = 0.

Exercice 5. — Soit A une matrice vérifiant —13A4* + 1842 + I,, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son
inverse.

Corrigé. — La relation se récrit (1343 — 184)A = I,, donc A est inversible d’inverse A’ = 1343 — 18A.

Exercice 6. — Rappeler la formule du binéme pour deux matrices de Ms(R) puis calculer (})1 _21 )n pour tout n € N.

Corrigé. — Si A et B sont dans Ms(R) avec AB = BA, alors, pour tout n € N, on a

~ n
A B)"* — Aan—k,
A= (})

-1 2 0 2
Posons M = 0 -1 .Ona M =A+ B avec A= 0 0

identité, on a AB = BA et donc la formule du bindme s’applique, d’ou, si n € N,

et B = —1I5. Puisque B est un multiple de la matrice

n

n
M"™ = Ak:ank,
> ()

avec A = I, A' = A et Vk > 2, A¥ = 0 ainsi que Vk € N, B¥ = (—15)¥ = (=1)*I5 et donc, si n > 1,

M — kzn::O (Z) A*B"F = B" + nAB" ! = (=1)" I, + (-1)""'nA = ((S)n ((llnl)izﬂ)

Cette formule reste valable pour n = 0.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 39
Mercredi 7 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Exercice 2. — Donner sept caractérisations de l'inversibilité d’une matrice.
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.



Exercice 5. — Soit A une matrice vérifiant 74%> —2A + I,, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 6. — Rappeler la formule du binéme pour deux matrices de Ms(R) puis calculer (f’l g)" pour tout n € N.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 39
Mercredi 7 janvier 2015

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Corrigé. —
Définition de l’inversibilité d’une matrice. — On dit qu’une matrice carrée A de taille n € N* est

inversible s’il existe une matrice A’ de méme taille telle que AA’ = A’A = 1I,,.

Exercice 2. — Donner sept caractérisations de l'inversibilité d’une matrice.
Corrigé. — Soient n > 1 et A € M,(K) (ot K =R ou C). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;
(it) A est équivalente par ligne a I, ;
(#it) le systéme AX = 0 admet pour unique solution la solution nulle;
(iv
(v) pour tout B € My, 1(K), le systeme AX = B admet au moins une solution ;
(vi) il existe D € M, (K) telle que AD = I, ;
(vii) il existe G € M,,(K) telle que GA = I,,.
Si tel est le cas, alors D = G = A~

) pour tout B € M, 1(K), le systéme AX = B admet une unique solution ;
)

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire.
Corrigé. —
Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire. — Si un systeme linéaire

admet une solution particuliere y et si Sy est ’ensemble des solutions du systeme homogene associé, alors
I’ensemble des solutions du systeme est

S={y+z|z¢e€So}

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice nilpotente.
Corrigé. —
Définition d’une matrice nilpotente. — Une matrice carrée M est dit nilpotente s'il existe p € N tel que
MP = 0.
Exercice 5. — Soit A une matrice vérifiant 7A®> —2A + I,, = 0. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.
Corrigé. — La relation se récrit (21, — TA*)A = I,, donc A est inversible d’inverse A~ = 21, — TA*%.
Exercice 6. — Rappeler la formule du binéme pour deux matrices de M»(R) puis calculer ( 3 g)” pour tout n € N.

Corrigé. — Si A et B sont dans M»(R) avec AB = BA, alors, pour tout n € N, on a

(A+B)" = kzn:_o (Z) Ak pn—k

3 0 0 0
Posons M = 1 3 .Ona M =A+ B avec A = 30

identité, on a AB = BA et donc la formule du binéme s’applique, d’ou, si n € N,

) et B = 3I5. Puisque B est un multiple de la matrice

n

M" = Z (Z) Ak:ank,

k=0

avec A% = I, A' = A et Vk > 2, A¥ = 0 ainsi que Vk € N, B* = (313)* = 3%, et donc, si n > 1,

n
n __ n k pn—k __ n n—1 _ aqn n—1 _ 3" 0
M=) (k)AB = B" + nAB" ' = 3", + n3" 14 = (_ngnl 3n>
k=0

Cette formule reste valable pour n = 0.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N°40
Jeudi 8 janvier 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse

dx
cos? x

/(—3 —5z)/4dz

/(mif(m—lm?’)dx

cos?x —sin?x

(linéariser)

sinx cos T

(linéariser)

cosasinb

2cosx +sinx

(phase-amplitude)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

1 n
lim (1 + >
n—-+o0o n

somme géométrique

Z IR U
2k —1 2k +1

k=3

Données : n,p,q dans N*,
A = (aij) € Mnp(R),
B = (bij) € Myg(R) ct
C=AB = (cij)

(A4 B)"

(matrices)




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 40
Jeudi 8 janvier 2015
durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dz A
3 tan x+constante Intervalles : | -5 + kn ;5 + krn[ou k € Z
cos? x
1/4 4 5/4 3
(=3 —bx)/*dx ~% (=3 — 52)°/% + constante  Intervalle : |—oo ; — 2|
1 1 1 Intervalles : |—oo ;2]
/ (m — + = 5)3) de | Injz —2| — e —5) + constante 7575 G015 5 oo
Vr e R cos? x —sin?z cos(2x)
Vr e R sin x cos 1 sin(2z)
i b) —sin(a — b
¥(a,b) € R? cosasinb sinfa + ) 5 sinfa — b)
Vr e R 2cosx +sinz V5 cos(z — arctan(3)) = /5 cos(z — arccos(%))
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
1 n
lim <1 + > e
n—+4oo n
] 1— I,aisonnombre de termes ] ]
somme géométrique (premier terme) x 1 — raison si raison 7 1,
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.
n—1
1 1 1 1
Yn >4 _ - —
=5 k;:(%q 2k;+1> 5 2n—1
P
Vie[l;n], Vjel[l;q], Ci j Zai,kbk]
k=1
Si (a,b,c,d) € C* avec a b\ 1 d —b
ad — bec # 0, c d ad —bc \—¢c a
Si A et B sont deux ma- n
trices carrées de méme (A4 B)" Z (k> AkpBn—k
taille qui commutent, k=0
" /n o m — (—1)"
vn € N* e A B
nen, > (3) e !
k=1
8 8! 8 X 7x6
= =8 X 7=56
(5> 5! 3! 3!




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°41
Lundi 12 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Dessiner une fonction admettant une limite & droite et a gauche en xy égales mais qui n’admet pas de
limite en xg.

Exercice 2. — Donner la définition de f(z) ;=3 +oo.

Exercice 3. — Dans la définition de f(z) S 100, choisir un A > 0 (que I'on prendra > 3) et trouver graphiquement
une valeur de § correspondante.




Exercice 4. — Que dire, au voisinage d’un point, d’une fonction admettant une limite finie en ce point ?

Exercice 5. — Soient a et b deux réels avec a < b. Que dire d’une fonction décroissante bornée sur Ja ;b[?

Exercice 6. — Soient a et b deux réels avec a < b. Montrer que si f est croissante et majorée sur Ja ;b|[, alors
f($) ;cEL SUPgelasb] f({E)



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 41
Lundi 12 janvier 2015

durée : 20 min

Exercice 1. — Dessiner une fonction admettant une limite & droite et a gauche en xy égales mais qui n’admet pas de
limite en xg.

Corrigé. — 1l suffit de prendre la fonction constante égale a 0 sauf en 0 ou elle vaut 1.

Y

0

Exercice 2. — Donner la définition de f(z) ;=3 +o0.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, o € R un point ou une extrémité de I, f:I — R. On dit que f
admet pour limite +00 en xo et on note f(x) ;=3 +00 si

VA>0, 30>0, Vael, |[z—x9<d = f(x)> A

Exercice 3. — Dauns la définition de f(x)
une valeur de § correspondante.

25T T00; choisir un A > 0 (que I'on prendra > 3) et trouver graphiquement

A |
1
]
1
SR
g
1
Vo
1
Co
1
.
1
1
B
1
]
1
1 I
1
EEEEER]
1
—
1
.
1
1
S HEE
o — ) o
-
entre g — & et xg, toutes les
valeurs sont dans le demi-plan
d’équation y > A
Exercice 4. — Que dire, au voisinage d’un point, d’une fonction admettant une limite finie en ce point ?
Corrigé. — Toute fonction admettant une limite finie en un point (éventuellement infini) est bornée au voisinage de ce

point.

Exercice 5. — Soient a et b deux réels avec a < b. Que dire d’une fonction décroissante bornée sur Ja ;b[?



Corrigé. — Puisque f est décroissante minorée, d’apres le théoréeme de la limite monotone, f(x) - inf, e () et,
x
puisque f est décroissante majorée, d’apres le théoréme de la limite monotone, f(x) % SUDzejap| f(z).
xr a ’

Exercice 6. — Soient a et b deux réels avec a < b. Montrer que si f est croissante et majorée sur Ja ;b|, alors
f(.’L') zj— SUPgela;b] f(l‘)

Corrigé. — Posons X = f(Ja ;b[). C’est une partie non vide (elle contient f(*E), par exemple) et majorée de R donc
elle admet une borne supérieure M = sup X = sup,¢jq,( f(¥). Montrons que f(x) v M. Soit € > 0. Par définition
de la borne supérieure comme le plus petit majorant, le nombre M — € n’est pas un majorant de X donc il existe
x1 € Ja ;b tel que M — e < f(x1). Puisque la fonction f est croissante, on a Vo > x1, M —e < f(z1) < f(z). Par
définition de M, on a f < M et donc on a Vo > x1, M —e < f(x) < M < M + ¢ et donc |f(x) — M| < . Posons
d=b—x1 >0 (onax #bcarz; €Ja;b). On a alors

Ve elab, |[x—b<d = |f(z)—M|<e.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 42
Lundi 19 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition en € et § de la continuité sur un intervalle.
Exercice 2. — Soit f:R — R une fonction continue. On donne le tableau de valeurs suivant.
z | -2 | -1,75| =1,5 | —=1,25| -1 | -0,75| —0,5|-025/ 0 | 025] 05 [075 | 1 |1,25| 1,5 | 1,75

flz)| -1 0,89 | 2,13 | 2,8 3 2,83 | 2,38 | 1,73 1 0,27 | -0,38| -0,83| -1 | -0,8 | —=0,13| 1,11

Combien de racines peut-on en déduire que 1’équation f(x) = 0 posséde ? Donner un encadrement de ces racines. On
justifiera soigneusement les réponses.

Exercice 3. — Dessiner une fonction non continue en 0 qui n’admet ni limite a gauche ni limite & droite (finie ou
non).



Exercice 4. — Donner I’énoncé du théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 5. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zo) a la bonne valeur).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 42
Lundi 19 janvier 2015

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition en € et ¢ de la continuité sur un intervalle.
Corrigé. —
Définition en € et § de la continuité sur un intervalle.. — Soient I un intervalle non trivial de R et

f:I — R. On dit que f est continue sur I si

Veg €I, Ve>0, 36>0, Veel, |x—x9| <0 = |f(z)— f(zo)| <e.

Exercice 2. — Soit f:R — R une fonction continue. On donne le tableau de valeurs suivant.

z | =2 |-1,75| =15 | -1,25| -1 |-0,75| =05 |-025| 0 | o025 | 05 |075 | 1 | 125| 1,5 | 1,75

flz)| -1 0,89 | 2,13 | 2,8 3 2,83 | 2,38 | 1,73 1 0,27 | -0,38| -0,83| -1 | -0,8 | —=0,13| 1,11

Combien de racines peut-on en déduire que 1’équation f(x) = 0 posséde ? Donner un encadrement de ces racines. On
justifiera soigneusement les réponses.

Corrigé. — Ona f(—2) <0< f(—1,75) et f(0,25) > 0> f(0,5) et f(1,5) <0 < f(1,75). Puisque f est continue sur
R, le théoréme des valeurs intermédiaires montre que f s’annule (au moins) trois fois, une fois entre —2 et —1,75, une
fois entre 0,25 et 0,5 et une fois entre 1,5 et 1,75.

Exercice 3. — Dessiner une fonction non continue en 0 qui n’admet ni limite & gauche ni limite & droite (finie ou

non).

Corrigé. — 1l suffit de prendre la fonction oscillante du type = — sin% en 0 prolongée de maniere quelconque en 0.
Y

Al v
—/ MV

Exercice 4. — Donner ’énoncé du théoreme des valeurs intermédiaires.
Corrigé. —
Théoréme des valeurs intermédiaires. — Soient I un intervalle non trivial de R, f:I — R une

application, a et b deux points de I et yo € R. Si f est continue sur I et que yo est compris entre f(a) et f(b),
alors il existe xg compris entre a et b tel que f(zg) = yo.

Exercice 5. — Démontrer l'existence de zy dans le théoréme des valeurs intermédiaires (on ne demande pas de vérifier
que f(zo) a la bonne valeur).

Corrigé. — Voir feuille distribuée.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°43
Mercredi 21 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Exercice 2. — Enoncer 'inégalité des accroissements finis.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 43
Mercredi 21 janvier 2015

durée : 5 min

2014-2015

Exercice 1. — Enoncer le théoréme des accroissements finis.
Corrigé. —
Egalité des accroissements finis. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f: [a;b] — R. Si:

1°) f est continue sur [a ;b];
2°) f est dérivable sur Ja ;b],

alors il existe ¢ € ]a ;b tel que f'(c) = W~

Exercice 2. — Enoncer 'inégalité des accroissements finis.

Corrigé. —

Inégalité des accroissements finis. — Soient I un intervalle non trivial de R et f:1 — R. Si:
1°) f est dérivable sur I ;
2°) il existe M € Ry tel que |f'| < M sur I,

alors f est lipschitzienne de rapport M sur I.




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N° 44
Lundi 26 janvier 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner ’énoncé de ’égalité des accroissements finis.
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.

Exercice 3. — Donner I’énoncé de 'inégalité des accroissements finis.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 4. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Exercice 5. — Donner I’énoncé du théoréme de la limite de la dérivée.

Exercice 6. — Soient I un intervalle non trivial, xg € I et f,g:1 —> R. Si f et g sont dérivables en xy, montrer que
[fg est dérivable en g et (fg)'(x0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g (x0).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’ INTERROGATION N° 44
Lundi 26 janvier 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner ’énoncé de ’égalité des accroissements finis.
Corrigé. —
Egalité des accroissements finis. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f: [a;b) — R. Si:

1°) f est continue sur [a;b];
2°) f est dérivable sur Ja; |,

alors il existe ¢ € Ja; b[ tel que f'(c) = w
Exercice 2. — Donner la définition d’une fonction lipschitzienne.
Corrigé. —
Définition d’une fonction lipschitzienne. — Soient D un domaine non vide de R, f: D — Ret M > 0.

On dit que f est lipschitzienne de rapport M sur D si

V(z,y) € D*, |f(z) — f(y)| < M|z —yl.

Exercice 3. — Donner ’énoncé de 'inégalité des accroissements finis.
Corrigé. —
Inégalité des accroissements finis. — Soient I un intervalle non trivial de R et f: 1 — R. Si:

1°) f est dérivable sur I;
2°) il existe M € R4 tel que |f/| < M sur I,
alors f est lipschitzienne de rapport M sur I.

Exercice 4. — Donner la caractérisation des fonctions dérivables qui sont strictement croissantes.

Corrigé. —

Caractérisation des fonctions strictement croissantes parmi les fonctions dérivables sur un
intervalle. — Soient I un intervalle non trivial et f: I — R. Si f est dérivable sur I, alors f est strictement
croissante sur I si et seulement si f’ > 0 sur I et f’ n’est identiquement nulle sur aucun sous-intervalle non
trivial de I.

Exercice 5. — Donner ’énoncé du théoreme de la limite de la dérivée.
Corrigé. —
Théoréme de la limite de la dérivée. — Soient I un intervalle non trivial, a € I et f: I — R. Si

1°) f est dérivable sur I\ {a};

2°) f est continue sur T;
3°) f'(x) — £ € RU{+o00, —00},
Tr#a
alors M — L.
—-a r#a
Exercice 6. — Soient I un intervalle non trivial, zqg € I et f,g: 1 — R. Si f et g sont dérivables en x(, montrer que
fg est dérivable en zg et (fg)'(zo) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g (z0).
Corrigé. — Si x # xg, on écrit
f(x)g(x) — flzo)g(zo) _ f(2)g(x) — f(x)g(w0) + f(2)g(x0) — f(20)g(20)
xr — Xo B T —To
_ f@)(g(@) — g(x0)) + (f (=) — f(x0))g(20)
o T — X
= f(=) g(x; — ii%) + f(x; — iéwO) g(x0)
=2, L(@o)g (o) + [ (x0)g (o).

TH#To



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N°45
Jeudi 29 janvier 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dn ( ax) D .
e :
EpeD omaine :
< (cosa) Do
cosx :
EpeD omaine :
d" (sinz) Domai
sinx :
EpeD omaine :
dn 1 b )
" \azxb omaine :
ar . .
Ees (") Domaine :
Yy +3y=0 (ensemble des solutions)
y' +3y=0 (ensemble des solutions)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification

Formule demandée

Réponse

/ cos® x dx

tan(a + b)

lim (1 — 1>
n—-+o0o n

Ci,j

Données : n,p,q dans N*,
A = (aij) € Mnp(R),
B = (bi;j) € Mpq(R) et
C = L

(Y

a” —b"




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°45
Jeudi 29 janvier 2015
durée : 15 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dn axr n _axr
VneN, VaeR P (e*™) =a"e Domaine : R
" = cos(z +n7j)
Yn € N, EpeD (cosx) J(=1)*cosz sin =2k Domaine : R
N (~1)Ftlsing sin=2k+1
o = sin(z +n7%)
Vn e N T (sinx) B (~1)*sinxz  sin=2k Domaine : R
) (=1)*cosz sin=2k+1
Vn €N, Va € R*, Vb e R Ly (1 e Domaine : R\ {2
n — =)' —— : -2
, Va ; ) o \aztb (az + )"+ omaine .
dn k! k—n 3 < k.
VneN, VkeN, — () — { G=mt? S? "= Domaine : R
dxn 0 sin>k
Yy +3y=0 {x— Xe 3 | X € R}
y'+3y=0 {x = Acos(v/3 x) + usin(v3 ) | (A, p) € R?}
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse
<3 2
/ cos® zdx g + # + constante Intervalle : R
Si a, b et a+ b sont dans tan(a + b) tana + tanb
™ an(a _—
R\ (5 +7Z) 1—tanatanb
1 n
lim (1 - ) e!
n—-+oo n
P
Vie[l;n], Vjell;q], Cij a; kg ;
k=1
(1 2) - (—2 1 )
3 1
3 4 2 T2
Vn € N*, V(a,b) € C2, a” —b"

n—1
(a _ b) Z akbnflfk
k=0

Vn € N,

n(n —1)(n — 2)
6




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 46
Vendredi 30 janvier 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 2 min

Exercice. — Donner 1’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 46
Vendredi 30 janvier 2015

durée : 2 min

Exercice. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient [ un intervalle non trivial de R, f:I — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C**! sur I, alors

Veel, f(z)= i /" (a) (x—a)* + /lc (@-t)" FOFD () de.
k=0 a

k! n!




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°47
Lundi 2 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la formule de Leibniz.
Exercice 2. — Donner 'inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs complexes.
Exercice 3. — Donner ’énoncé d’un théoréme caractérisant la nullité d’une fonction en terme de la nullité de son

intégrale.



Exercice 4. — Donner le théoreme de convergence des sommes de Riemann.

Exercice 5. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 6. — Soient a et b deux réels tels que a < b. Démontrer que si f : [a;b] — R est continue positive d’intégrale
nulle, alors f = 0.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 47
Lundi 2 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la formule de Leibniz.
Corrigé. —
Formule de Leibniz. — Soient n € N et I un intervalle non trivial. Si f et g sont deux fonctions n fois

dérivables sur I, alors

n

veel, (fg)™( Z( )f““ (2)g" ()

k=0
Exercice 2. — Donner 'inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs complexes.
Corrigé. —
Inégalité des accroissements finis pour une fonction a valeurs complexes. — Soient I un intervalle

non trivial de Ret f: 1 — C. Si:
1°) fest ClsurI;
2°) |f’| est bornée par M sur I,
alors f est lipschitzienne de rapport M sur I.

Exercice 3. — Donner ’énoncé d’un théoréme caractérisant la nullité d’une fonction en terme de la nullité de son
intégrale.
Corrigé. —
Caractérisation de la nullité de I’intégrale d’une fonction continue de signe constant. — Soient
I un intervalle non trivial, f:I — R et a, b deux points de I. Si :
1°) a#b

2°) f>0entreaetd
3°) f est continue entre a et b
alors

b
/f:() <= f=0entreaetb

Exercice 4. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. —
Convergence des sommes de Riemann. — Si f est une fonction continue sur le segment [a;b] avec

a < b a valeurs dans R, alors

n—1 b
b ; a4 ; fla+k22) — /a f(t)dt
Exercice 5. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient [ un intervalle non trivial de R, f:I — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C**! sur I, alors

n (k) z _ n
Veel, f(x Z (x —a)k +/ (Gl FOHD @) dt.
= a

n!

Exercice 6. — Soient a et b deux réels tels que a < b. Démontrer que si f: [a;b] — R est continue positive d’intégrale
nulle, alors f = 0.



Corrigé. — On procede par 'absurde en supposant que f n’est pas identiquement nulle. Il existe alors ¢ € [a; ] tel que
f(c) > 0. Puisque f est continue en ¢, elle admet une limite strictement positive en ¢ donc est minorée par un certain
a > 0 au voisinage de ¢, disons sur [a;b] N[c—d;c+ 8] ot d >0 :

Vi€ [a;bNlc—3d;¢c+6], [f(t)>a.

1°) PREMIER CAS : a < ¢ < b. — Quitte & diminuer §, on peut supposer que [c —d;c+ 0] C Ja;b[. On a alors,
puisque f > 0 sur [a; b,

b c—6 c+d b c+6 c+d
/f=/ f+/ f+/ fz/ fz/ a = 2ja > 0.
a a c—§ c+d c—4 c—§
—— ——
>0 >0

Y

a c—90

2°) DEUXIEME CAS : ¢ = a. — M@éme principe, mais sur [a;a + J] :
b a+$ b a+§ a+6
/f=/ f+/ fZ/ fZ/ a=da > 0.
a a a+d a a
~——
>0

Y

a a+4d b

3°) TROISIEME CAS : ¢ = b. — Meéme principe, mais sur [b — ;0] :
b b—3 b b b
/f:/ f—|-/ fZ/ fz/ a=da>0.
a a b—35 b—5 b—5
——
>0

Y




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N°48
Jeudi 5 février 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dn ( ax) D .
e :
EpeD omaine :
< (cosa) Do
cosx :
EpeD omaine :
d" (sinz) Domai
sinx :
EpeD omaine :
dn 1 b )
" \azxb omaine :
ar . .
Ees (") Domaine :
y + 16y =0 (ensemble des solutions)
y' + 16y =0 (ensemble des solutions)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification Formule demandée Réponse
/ sin? x dx
Données : n,p,q dans N*,
Ci s A = (ai,j) € Mn,p(R)a
©d B = (bij) € Mpq(R) et
C = AB = (ci5)
-1
1 =2
-1 0
Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.

Exercice 4. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 48
Jeudi 5 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
dn axr n _axr
VneN, VaeR P (e*™) =a"e Domaine : R
" = cos(z +nj)
Vn € N, q (COS 3'}) (—1)k CcOS T sin =2k Domaine : R
" =
(=1)**lsing sin=2k+1 (k€ N)
" = sin(z +n7j)
Vn € N di (sinx) (7]_)]“ sinz sin =2k Domaine : R
zn =
(=1)Fcosz sin=2k+1 (k€ N)
Vn €N, Va € R*, ¥beR - (1 M Domaine : R\ {2
n y V@ ) ) =\~ YY) omailne : —=
dz” \ax +b (ax + b)n+! a
d” gk sin <k
VneN, VkeN, — (aF) = { (k=n)! B Domaine : R
da™ 0 sin>k
Yy + 16y =0 {x— Xe 107 | X e R}
y" + 16y =0 {x — Acos(4x) + psin(4z) | (\, p) € R?}
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification Formule demandée Réponse
in(2
/ sin? x dx g — Smi z) + constante Intervalle : R
P
Vie [1;n], Vjel[l;ql, Cij Zai,kbk,j
k=1
1 —2\"! 0 -1
10 -} -}
Exercice 3. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. —
Convergence des sommes de Riemann. — Si f est une fonction continue sur le segment [a;b] avec
a < b a valeurs dans R, alors
b—a n—1 b
O3 far ki) o [ rwd
k=0 a
Exercice 4. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient I un intervalle non trivial de R, f:I — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C**! sur I, alors

k! n

Voel, f(z)= zn: [Bta) (x—a)f + / o=t _,t)n FOED () dt.
k=0 e '




Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°49
Lundi 9 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction négligeable devant une autre.
Exercice 2. — Donner le théoréeme de convergence des sommes de Riemann.
Exercice 3. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 4. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor-Young.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 5. — Donner, sous forme explicite (sans symbole }"), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

1+

In(1+ x)

arctan x

COS T

sin x




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 49
Lundi 9 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une fonction négligeable devant une autre.
Corrigé. —
Définition d’une fonction négligeable devant une autre. — Soient I un intervalle non trivial de R,
Zo un point ou une extrémité (éventuellement infinie) de I, f,p:I — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé
de zg. On dit que f est négligeable par ¢ au voisinage de zg, et on note f(x) = o(p(x)), s i%i; =20
Exercice 2. — Donner le théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. —
Convergence des sommes de Riemann. — Si f est une fonction continue sur le segment [a;b] avec

a < b a valeurs dans R, alors

n—1 b
b ; a kzzo fla+k22) — /a £(t)dt.
Exercice 3. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient [ un intervalle non trivial de R, f:I — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C**! sur I, alors

Veel, f(x)= i [P(a) (x—a)k + /w (Gl FOHD (@) dt.
k=0 a

k! n!
Exercice 4. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient [ un intervalle non trivial de R, f:I — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C™ sur I, alors

" k) (g
r@) = S e o -0,
k=0

Exercice 5. — Donner, sous forme explicite (sans symbole Y "), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.



DL demandé Réponse
1 . - ,
= 1l—a+a2?—23 42" — 25 +25 — 2" 4+ o(z")
14+ z—0
1 . -
= 14+ +23 42" + 25+ 25+ 27 4+ o(z")
1—=x z—0
0 L R N
In(1—+ 2 N T e T T 7
n(l+x) ot 2—!—3 4+5 6+7+0(1)
t x3+x5 ‘T7+ (z")
arctan x =x——=+4+—=—-"+o=
z—0 3 ) 7
v 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+x7+(7)
€ = T+ =+ =+ 5+ o(x
z—0 2 6 24 120 720 5040
z? ozt af 7
cos:a R TR TR
sinx = x—x—3+x—5— il +o(z")
2—0 6 120 5040




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 50
Mardi 10 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole >_), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.

DL demandé Réponse

1+

In(1+ z)

arctanx

CoOsT

sin x

chz

shx




Exercice 2. — Donner le développement limité a l'ordre 4 de coszchx en x = 0.

Exercice 3. — Donner le développement limité a l'ordre 14 de (arctanz)'? en z = 0.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 50
Mardi 10 février 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner, sous forme explicite (sans symbole Y "), les développements limités suivants a 'ordre 7 en 0.
DL demandé Réponse
! = l—a+a?—234+2* — 25+ 25 — 2"+ o(z")
1+ z—0
22 23 2t 2> 2% 2T
In(1 - 4z _Z 4z oz 2 7
n(l+2) B T TR Sl S SR
" B z3 n a7 +o(z")
arctan ot 3 3 - tolz
@ 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+x7+(7)
€ = T+ —+ =+ 7+t o+ oo o(x
z—0 2 6 24 120 720 5040
22zt 2
= 11— 4+ 7
cos T Sl T2 T ar g Tl
3 b z7 .
S S0 6tz soa0 o)
22zt 2 "
chx x:01+3+ﬂ+%+0($)
3 5 7
shz T . + o(z")

z—0 6 120~ 5040

Exercice 2. — Donner le développement limité a 'ordre 4 de coszchx en x = 0.

Corrigé. — On a

2 4 2 4
coszchz = (1 T +0(x4)> <1+ Iy +0(x4)>

z— 2 24 2 24
z? ozt P S 4t 4
Dottty el m 5 el 5y 4ol
1 1\ 4 4
o 1+ (12 - 4)3: + o(z")
L 4 4
xZOl_éx + o(z*)
Exercice 3. — Donner le développement limité a I'ordre 14 de (arctanx)'? en z = 0.
Corrigé. — On a
23 12 22 12
12 _ _ 3 _ 12, _ %7 2 _ 12 12
(arctan z) Solr— 3 +o(z )) T (1 3 +o(z )) T (1+w)
ol u = —% + o(2?) » 500 €t donc




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°51
Mercredi 11 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1
11— (ordre 7)
ln(l — .I) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
6@ (ordre 7)
sin x (ordre 7)
Vo € R, (1 + l’)a (ordre n > 1)

Exercice 2. — Donner le développement limité de x — /1 + x a 'ordre 3 en 0.



arctan x
Exercice 3. — Donner le développement limité a 'ordre 3 en 0 de = ~—a
-

Exercice 4. — Donner le développement limité & ’ordre 3 en 0 de 2z — arctan(sin z).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’'INTERROGATION N° 51
Mercredi 11 février 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 2 3 4 5 6 7 7
= l4z+a+a+2"+2°+2°+z" 4+ o(z")
1—2x z—0
22 23 ozt 2® 2% 2
In(1 — = gy -z T . 7
n(l—2) e R T E S A S
" B z3 L 2 2’ + o(z")
arctan 0¥ 3 3 - tolz
= 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+$7+(7)
€ = r+ -+t -+t o(x
z—0 2 6 120 © 720 5040
sin = x—x—3+x—5— il +o(z")
z—0 6 120 5040
- —1) — (k-1
Va €R, (14 x)¢ Z (a ('a ( ) z* + o(z™)

k=1

Exercice 2. — Donner le développement limité de x — /1 + x a 'ordre 3 en 0.

Corrigé. — On prend o = % dans la formule pour (1 4 )% ci-dessus, ce qui donne

\/1+m,jol+ax+a(o‘{”x2+a(a D(e=2) ;3 1 0(a®) =, 1+ 1z — 2%+ La® 4 o(2?)

xT—r
t
Exercice 3. — Donner le développement limité a 1’ordre 3 en 0 de x — arlcﬂ
-
Corrigé. — On a
arctanx 3 3 )
S, @t o@®) (1 x + 2 +o(a?)
S (1= 32 o) (Lt z +2° + oa?))
=, 21— 32 +o(a®) (1 + 2 +2* + o))
o z(1+z+2° — L2° + o(2?))
= z(1+z+ 22% 4 o(2?))
20
= |z 42>+ 22° + o(2?)
z—0
Exercice 4. — Donner le développement limité & I'ordre 3 en 0 de & — arctan(sinx).

Corrigé. — On a

arctan(sin ) = arctan(z — 2° + o(2%)) = arctan(u)
z—

ot u =1z — 2%+ o(z?) tend vers 0 avec z, donc
arctan(sinz) = u— tu® + o(u?)
z—0

(2= 42® +0(a®) = 3w = 12 +0(s%)* + o(a?)

x:O

ot %azS - %x?’(l — éxQ +o(z%))? + o(x?)
=, %x3 — %9:3(1 +0(1))3 + o(z?)
ot 22 — 12% 4 o(2%)

— 1.3 3
ol + o(z?)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 52
Jeudi 12 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 & 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1

(ordre 7)

1+
ln(l =+ ;E) (ordre 7)
o (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + x)a (ordre m > 1)

Exercice 2. — Donner le développement limité de x — /1 — 22 & lordre 4 en 0.



tanx

Exercice 3. — Donner le développement limité a 'ordre 3 en 0 de x —» ————.
1+In(1+2x)

Exercice 4. — Donner le développement limité & 'ordre 3 en 0 de z — In(1 + tanx).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 52
Jeudi 12 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 2 3 4 5 6 7 7
= l—-zs+az*—a’ 42" —a2°+z2°—z" 4+ o(z")
1+ z—0
22 23 2t 2> 2% 2T
In(1 N T M W 7
n(l+2) e A T i S S S
v 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+x7+(7)
€ = r+—+—+ -+t o(x
z—0 2 6 24 120 720 5040
z? 3
tan x wjox—i—?—l—o(m)
o B “ala—1)...(a—(k-1)) , n
VaeR, (1+z) 9”:’01—’_;_1 ] x® + o(z™)

Exercice 2. — Donner le développement limité de x — /1 — 22 & l'ordre 4 en 0.

Corrigé. — On prend o = % dans la formule pour (1 + u)® avec u = —x? qui tend vers 0 avec x :

V1—a2=1+u)/? :01+au+@u2+0(u2) :01+%u722—5u2+0(u2) = lf%aﬂf%fhro(z‘*)

xr—r T— .

. , NN tanx

Exercice 3. — Donner le développement limité a ’ordre 3 en 0 de x — —————.
1+In(1+2x)
Corrigé. — On a
tan z a + 52° + o(z?) 14 22 + o(z?)
= = r—— =
1+ In(l4x) 2=0 1+ 2 — 122 + 0(2?) 20 T1u

avec u = x — 3% 4 o(z?) qui tend vers 0 avec z (et o(u?) = o(x?)) donc

tan 1

( (@)
= o1+ 222 4+ 0(2?))(1 — z + 12° + o(2®) + (z — 32° + 0(2?))? + o(u?))
=+ $2° +0(a®))(1 — 2+ 32° + (z + o(x))* + o(z?))
=, 2+ 32" +0(z?))(1 -2 + 327 + 2°(1 4 0(1))* + 0(2%))
=, w1+ 32" +0(2?))(1 -2 + 32" +2°(1+ 0(1)) + 0(z?))
= o1+ 22?2 4 0(2?))(1 — z + 22 + o(2?))
( (
(

Exercice 4. — Donner le développement limité & 'ordre 3 en 0 de z — In(1 4 tan x).



Corrigé. — On a

In(1 + tan z) = In(1+z+ 2% 4+ o(z”)) = In(1 + u)

r—

ot u =z + 32 4 0(z?) tend vers 0 avec z (et o(u?) = o(x*)), donc

In(1 + tanz) =, U 20 + v + o(u®)
(

_ 1.3 3 1
x:O(x—i—gx +o(z%)) — 5(z +
= er%:cgf Lz +o(2?))? +

%x?’ +o(z*)? + o+ %x?’ +o(z%))3 + o(x?)

3(@ +o0(2))* + o(z?)

x—0
ot + %xg — %xQ(l + 0(96))2 + %xg(l + 0(1))3 + o(x?)
ST 22° — L2?(14 o(2)) + 22°(1 4 o(1)) + o(2?)

ol 12? + %333 + o(z?)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°53
Lundi 16 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
ln(l — ) (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + x)a (ordre 3)
Exercice 2. — Donner I’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Exercice 3. — Allure au voisinage de 0 de la fonction f dont le développement limité en 0 est f(x) = 1-3z+at+o(z?).
r—
1 £




Exercice 4. — Donner le développement limité de 2 — v/1 + 23 & I'ordre 6 en 0.

Exercice 5. — Donner le développement limité a l'ordre 13 en 0 de @ — (tanxz)'L.

1 1
Exercice 6. — Trouver un équivalent en 0 de £ — ———— — —..
In2(1+2z) a2



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 53
Lundi 16 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
22 2% ot 2d 2% 2T
In(1 — - g -z .z - 7
n(l-2) i R T E S R S
3 3
tan Iiox—l—?—i—o(x )
-1 —1(a—2
VaeR, (14 x)« = l+az+ ala—1) z? + ala—(a-2) z® + o(x?)
z—0 2 6
Exercice 2. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Corrigé. —
Formule de Taylor-Young. — Soient I un intervalle non trivial de R, f:I — R une fonction, a € I et

n € N. Si f est C" sur I, alors

k) (g
) = S o0,
k=0 ’

Exercice 3. — Allure au voisinage de 0 de la fonction f dont le développement limité en 0 est f(z) = 1-3z+z*+o(z?).
T—

Exercice 4. — Donner le développement limité de 2 — v/1 + 23 & I'ordre 6 en 0.

Corrigé. — On prend o = 1 dans la formule pour (14 u)® avec u = 2® qui tend vers 0 avec z (et o(u?) = o(z)) :

Vi+ad=1+u)/7 = 1+au+a(a D2 4 o(u?) :01+%u—4%u2+0(u2) = |14 12® — 22°% 4 0(2f)

z—0 T— z—0

Exercice 5. — Donner le développement limité & I'ordre 13 en 0 de x — (tan ).

Corrigé. — On a
(tanz)'! = (z+32° +o(@®)! = a1+ 32" +0(a®)! = 2"(1+Fa” +0(z?))

;L'—>O J;—>O

! —|—131x13—|—0( &)

:L’:O

Exercice 6. — Trouver un équivalent en 0 de z — m — %
Corrigé. — On a

1 I 1 1 1 1 1 1 1 1

In?2(1+z) 20 (z— %2 +o(z2)2 2?2022 (1-%+40(x)? a%e502% (1-z+o0(x)) a2

1 1 1_1(1++())1_1+1 1
=022 1 —x+o(z) 22220 22 o 2 os0z  \z) 20|




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 54
Jeudi 19 février 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1
1+ (ordre 7)
ln(l =+ ;E) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
6@ (ordre 7)
Sh xr (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + l‘)a (ordre m > 1)

Exercice 2. — Donner les dérivées de arcsin, arccos et arctan.



Exercice 3. — Donner la définition d’une injection.

Exercice 4. — Donner la définition d’une surjection.

Exercice 5. — Donner la formule reliant arcsin x et arccos z.

Exercice 6. — Donner et démontrer la formule reliant arctan x et arctan %



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 54
Jeudi 19 février 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 2 3 4 5 6 7 7
= l—-zs+az*—a’ 42" —a2°+z2°—z" 4+ o(z")
1+ z—0
2 3 4 5 6 7
x x x x x x
In(1 =r——4+—=——-——4+—=———+4+ = T
n(l+2) e A T i S S S
arctan x = x— x—s + x—S - $—7 + o(z")
22 2 ozt ab 20 z’ 7
z =1 B A I
¢ Sl et e T e F a0 T soa0 T
3 5 7
x x x
h = = T
sh 0”5 T 120 T om0 T
z3 3
tan x wjox—l—?—l—o(:r)
n
o B ala=1)... (a—(k—=1)) , n
VaeR, (1+z) x;gl—i—z ] x® + o(z™)
k=1
Exercice 2. — Donner les dérivées de arcsin, arccos et arctan.
Corrigé. — |Vx € ]—1;1], arcsin’ z = 1£m2 Vx €]-1;1], arccos’ z = — 1171’2 Vz € R, arctan’ x = H%
Exercice 3. — Donner la définition d’une injection.

Corrigé. —

Définition de I’injectivité. — Soit f: X — Y une application. On dit que f est injective si

V(z,2') € X2, f(z)=f(a') = =2

Exercice 4. — Donner la définition d’une surjection.
Corrigé. —
Définition de la surjectivité. — Soit f: X — Y une application. On dit que f est surjective si

YyeY, JzeE, y=f(x).

Exercice 5. — Donner la formule reliant arcsin z et arccos z.

Corrigé. —

s
Ve e [-1;1], arcsinz = 5 —arccosw

Exercice 6. — Donner et démontrer la formule reliant arctan z et arctan %



Corrigé. —

six >0,
six <0.

Ve € R*, arctan% + arctanz = {

INERNIE]

Si z € R*, posons f(z) = arctan% + arctan x.

1°) PREMIERE ETAPE : dérivabilité. — La fonction z — L étant dérivable sur R* et la fonction arctan étant dérivable

sur R, par composition, la fonction x — arctan % est dérivable sur R*. Puisque x — arctan x est dérivable sur

R, par somme, f est dérivable sur R*.
2°) DEUXIEME ETAPE : calcul de la dérivée. — On a
& 1 1 1

Vz € R, = 2 =— =0.

3°) TROISIEME ETAPE : calcul de la fonction. — La dérivée de f est nulle sur R*. Or, une fonction dérivable & dérivée
nulle sur un intervalle est constante sur cet intervalle. Ceci montre donc que f est constante sur chaque intervalle
composant son domaine de définition. Il existe donc deux constantes ¢y et co dans R telles que

Vr e RY, arctan% + arctanx = ¢

Ve e R*, arctan% + arctanx = co

En prenant la valeur en 1, on obtient ¢; = 7 + 7 = 3 et en prenant la valeur en —1, on obtient c; = —7.



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°55
Lundi 9 mars 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Exercice 2. — Donner la définition d’une injection.

Exercice 3. — Donner la définition d’une surjection.

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 4. — Donner la définition d’une relation d’équivalence.

Exercice 5. — Donner la définition d’une classe d’équivalence.

Exercice 6. — Donner les formules pour |AU B|, |E '\ A|, |A x B|, |F(A, B)| et |P(A)| si A, B et E sont finis.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 55
Lundi 9 mars 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Corrigé. —
Formule de Taylor-Young. — Soient I un intervalle non trivial de R, f:I — R une fonction, a € I et

n € N. Si f est C" sur I, alors

" ek (g
f) = S o -0,
k=0

Exercice 2. — Donner la définition d’une injection.

Corrigé. —

Définition de I’injectivité. — Soit f: X — Y une application. On dit que f est injective si

V(z,2') e X2, f(z)=f(z') = z=21'.

Exercice 3. — Donner la définition d’une surjection.
Corrigé. —
Définition de la surjectivité. — Soit f: X — Y une application. On dit que f est surjective si

VyeY, JzeE, y=f(z).

Exercice 4. — Donner la définition d’une relation d’équivalence.
Corrigé. —
Définition d’une relation d’équivalence. — Soient X un ensemble et R une relation sur X. On dit que

R est une relation d’équivalence si elle vérifie les trois propriétés suivantes
(7) (véflexivité) Ve € X, z Rz

(i) (symétrie) V(z,y) € X2, s Ry < yRux
(ii7) (transitivité) V(z,y,2) € X3, s RyetyRz = xRz

Exercice 5. — Donner la définition d’une classe d’équivalence.
Corrigé. —
Définition d’une classe d’équivalence. — Soient X un ensemble muni d’une relation d’équivalence R et

x € X. On appelle classe d’équivalence de z 'ensemble Clg(z) = {y € X |z R y}.

Exercice 6. — Donner les formules pour |AU B|, |E '\ A|, |A x B|, |F(A, B)| et |P(A)| si A, B et E sont finis.

Corrigé. —|AU B| = |A|+ |B| — |AN B|
[E\ Al = [E| - 4]
4% B = |4 x |B
|7 (4, B)| = |B4| = | B[4
[P(A)] =214



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 56
Jeudi 12 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1
1tz (ordre 7)
ln(l + :E) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
6@ (ordre 7)
COST (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + l‘)a (ordre n > 1)




Exercice 2. — Donner le développement limité de v/1 — 22 & l'ordre 5.

Exercice 3. — Si f(z) =, 1 — 2z —52® + o(2?), tracer l'allure de f au voisinage de 0.

|
~

+ 214 0(4

N [—=
olw

Exercice 4. — Montrer que V1 + x + 2 T T

Exercice 5. — Que peut-on déduire géométriquement du développement asymptotique de 1’exercice précédent ?



PTSI de Nevers

2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 56

Jeudi 12 mars 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 _ ° 3., .4 _ 5. 6_ 7 7
T2 x:(]l—x—i—x -zt 4zt —x° 4+ a2 —z' +o(z")
T T
In(1 P H e A T Ha 7
n(l+2) St T gty T Ty T T el
arcta x3+x5 x7+(7)
rctan x = -4+ 2 4oz
z—0 3 5 7
@ = 1+ +x2+x3+x4+x5+x6+ 7+(7)
¢ 2s0 T2 6 24 120 T 720 5040 O
22 2t S -
o TR TR
x? 3
tan x xiox+§+0(:€ )
o B “ala—1)...(a—(k-1)) , n
VaeR, (1+x) x:>01+z ] z® + o(z™)
k=1
Exercice 2. — Donner le développement limité de v/1 — 22 a l'ordre 5.
Corrigé. — V1 —2% = 1+ (2% + @(*$2)2 +o(z%) =, |1- 2% - %x4 + o(x%)
Exercice 3. — Si f(z) =, 1— 2z —52® + o(2?), tracer l'allure de f au voisinage de 0.

1\
\1

. _ 1,31 1
Exercice 4. — Montrer que vV1+z+2? = x+ 35+ 5, +o(3).
Corrigé. — On a, en posant u = % + m% qui tend vers 0 lorsque £ — +00,

V1i+ax+a?

—+o0

r—+00

z(1+ Ju— %uQ + o(u))

/ 1 1

Vl’z 1+*+72
x T

11 L1003 1

1Ly Ly
2 S22y _ (2
r  x2 8 \zx

zH_Jroo
1

zvV1+u
1

2 1
—_ +0 ﬁ

Tr—r+0o0

))

z—+00 2 x2
n 1 " 31 " 1
= |z4+-+-—4o0| —
T—+400 2 8=z
Exercice 5. — Que peut-on déduire géométriquement du développement asymptotique de 1’exercice précédent ?
Corrigé. — Puisque f(z)— (z+3) = 314o(d) .= 0(1) donc|la droite d’équation y = x + 1 est asymptote & f |
De plus, on a f(z) — (z + %) e %% > 0; or deux fonctions équivalentes sont de méme signe donc la courbe

représentative de f est de son asymptote.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION Ne° 57
Lundi 16 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans le plan.

Exercice 2. — Donner la définition géométrique du déterminant dans le plan orienté.

Exercice 3. — Donner ’expression en coordonnées du déterminant dans le plan orienté.



Exercice 4. — Donner les formules concernant ’aire d’un triangle ou d’un parallélogramme en terme de déterminant
dans le plan orienté.

Exercice 5. — Placer les points de coordonnées polaires (r, §) suivants : A(—v/2, 7) et B(1, %’) On placera également
le repére mobile (4(0),V(0)) correspondant.

Exercice 6. — Donner la démonstration combinatoire de la formule du binéme.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 57
Lundi 16 mars 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans le plan.

Corrigé. —

Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient # et ¢ deux vecteurs du plan. On
appelle produit scalaire de i et U et on note u - U le réel

L. 0 sit=0ouv=0
u-v= - — - —
Uu£0etv#0

[@]|[|7]] cos(d@, v) s

=

Exercice 2. — Donner la définition géométrique du déterminant dans le plan orienté.

Corrigé. —

Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient « et ¢ deux vecteurs du plan
orienté. On appelle déterminant (ou produit mizte) de @ et ¥ et on note Det(w, ¥) ou [u, U] le réel

Det (i, 7) 0 sit=0o0uv=0
et (i, ¥) = s LS
||| ||| sin(i, ¥) siii#Oet T #0

Exercice 3. — Donner 'expression en coordonnées du déterminant dans le plan orienté.

Corrigé. —

Expression en coordonnées du déterminant. — Soient 4 et? deux vecteurs du plan orienté muni d’un
repére orthonormé direct (O ;1,7). Si (z,y) sont les coordonnées de @ et (a',y’) celles de ¥, alors

!/
g r x
Det(i, ) = - xy — 2’y
Exercice 4. — Donner les formules concernant ’aire d’un triangle ou d’un parallélogramme en terme de déterminant

dans le plan orienté.

Corrigé. — Si ABC triangle, |aire(ABC) = %\Det(ﬁ7@)\

Si ABC'D parallélogramme, | aire(ABCD) = |Det(ﬁ,xﬁ)|

Exercice 5. — Placer les points de coordonnées polaires (r, §) suivants : A(—v/2, 7) et B(1, ‘%T) On placera également
le repére mobile (4(0),V(0)) correspondant.

-

2
k

$

Exercice 6. — Donner la démonstration combinatoire de la formule du binéme.

Corrigé. — Soient n € N et (a,b) € C2. Quand on développe (a + b)", le nombre de termes a*b"~* est le nombre de
fagons de choisir k fois a dans les n facteurs (a + b) présents, soit () possibilités et donc (a +b)" = > _, (})a*b"~*.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 58
Mardi 17 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — En informatique, une adresse MAC est de la forme 5E:FF:56:A2:AF:15 ou chaque caractere autre que
le deux points est soit un chiffre entre 0 et 9 soit une lettre entre A et F. Combien y a-t-il d’adresses MAC possibles ?
On donnera le résultat sous la forme 2™.

Exercice 2. — On tire simultanément 4 boules dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a 9. Combien y
a-t-il de tirages contenant au moins un numéro pair ?

Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de TUNNEL ?



Exercice 4. — Un audiophile possede une médiatheque de 100 ceuvres musicales qui possedent toutes une date
d’enregistrement clairement marquée. Combien y a-t-il de possibilités pour ces dates d’enregistrement ? (jour et mois
seulement, on ne prend pas en compte année) Parmi toutes ces possibilités de dates, combien y en a-t-il qui sont
toutes distinctes ?

Exercice 5. — Combien y a-t-il de nombres de 6 chiffres dont les chiffres sont rangés par ordre strictement croissant ?
On montrera que le résultat vaut 84.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 58
Mardi 17 mars 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — En informatique, une adresse MAC est de la forme 5E:FF:56:A2:AF:15 ou chaque caractére autre que
le deux points est soit un chiffre entre 0 et 9 soit une lettre entre A et F. Combien y a-t-il d’adresses MAC possibles ?
On donnera le résultat sous la forme 2™.

Corrigé. — L’ensemble E des adresses MAC possibles est {0,1,...,9,A,..., F}'* qui est de cardinal 16!2 = (24)12 =
218 |

Exercice 2. — On tire simultanément 4 boules dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a 9. Combien y
a-t-il de tirages contenant au moins un numéro pair ?

Corrigé. — Notons E I'ensemble des tirages possibles et A I'ensemble des tirages contenant au moins un numéro pair.
On recherche |A| = |E| — |A| out A est 'ensemble des tirages ne contenant aucun numéros pairs. On a |E| = (Z) =

9XBXTX6 =9 x 2 x 7= 14 x 9 = 126 (choix de 4 boules parmi les 9 boules) et [A| = (i) =1 (choix de 4 boules parmi

les quatre boules paires qui sont 2, 4, 6 et 8). Ainsi, |[A] = .
Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de TUNNEL ?

Corrigé. — Pour former un tel mot, on place d’abord les deux N puis les lettres T, U, E et L. Le nombre de facons de
placer les N est le nombre de fagons de choisir deux positions possibles parmi six soit (g) = % = 15. Une fois les N
placés, le nombre de fagons de placer les lettres restantes, qui sont toutes distinctes, est le nombre de permutation de

lensemble {T,U, E, L} soit 4! = 24. En tout, il y a donc (g) x4l =15x24 = possibilités.

Exercice 4. — Un audiophile possede une médiatheque de 100 ceuvres musicales qui possedent toutes une date
d’enregistrement clairement marquée. Combien y a-t-il de possibilités pour ces dates d’enregistrement ? (jour et mois
seulement, on ne prend pas en compte I'année) Parmi toutes ces possibilités de dates, combien y en a-t-il qui sont
toutes distinctes 7

Corrigé. — On considére qu'il y a 365 jours par an (on néglige le 29 février). Il y a 100 enregistrements et chacun peut
lavoir été n’importe quel jour de 'année donc le nombre de dates possible est le nombre de 100-uplets de {1,...,365}

c’est—é—dire. L’ensemble de toutes les dates possibles qui sont distinctes est le nombre de 100-uplets d’éléments

distincts de {1,...,365} c’est-a-dire (%5?2751!00)1 =| 2551

Exercice 5. — Combien y a-t-il de nombres de 6 chiffres dont les chiffres sont rangés par ordre strictement croissant ?
On montrera que le résultat vaut 84.

Corrigé. — 1l s’agit de choisir six chiffres parmi les 9 chiffres possibles 1,2,...,9 (0 est impossible car il devrait étre en
premiére position, ce qui est exclu car le nombre aurait alors cing chiffres et non six) donc il y a (J) = (3) = 287 =

3><4><7:.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 59
Jeudi 19 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
aire(ABCD) (dans le plan)
aire(ABC) (dans le plan)
w-v (en coordonnées)

Det (ﬂ:, 7.7) (en coordonnées)

d(M, D) (en torme déquation de droite)

vecteur normal &
D:x=3y+5




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

oz
d.
/1+x2 *

|
—d
/1+x2 .

1
—d
./vl—x2 v

cosp — cosq

(1+a)"

(DL & l'ordre n > 1)

i (o)




PTSI de Nevers

2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 59

Jeudi 19 mars 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

Si ABCD est un parallélo-

D:ax + by + ¢ = 0 ou
(a,b) # (0,0),

ralle aire(ABCD) — |Det(AB, AD)|

gramme du plan orienté,

. . 1
Si ABC.v est/ un triangle du aire(ABC) _1 |Det(1@, m)‘
plan orienté, 2
Si @(x,y) et ¥(a’,y’) en . o
base orthonormée, u-v =ar Ay
Si @(x,y) et ¥(2’,y’) en oo oy, p
base orthonormée directe, Det (i, 7) =Wy
Si M(xzp,ynm) dans un

N 7z b .

repere  orthonormé et d(M, D) _ laz pr + byar + |

dans un repére ortho-

vecteur normal a

normé, D:x=3y+5 A1, =3)
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse

x
—d
/1+x2 *

1
= 3 In(1+ x2) + constante

Intervalle de validité : R

1
—d
/1+x2 *

= arctan x + constante

Intervalle de validité : R

=
— AT
V1—2a?

= arcsin x + constante

Intervalle de validité : |—1;1[

V(p,q) € R?, COSP — COSq = —2sin(52) sin(%59)
. —1)...(a— (k-1
Va € R, (14 2) = 1+ ale— ). (a-( ) ¥ 4+ o(z")
z—0 P k!

d 1 2

o <(+3)2> =— R Domaine de validité : R\ {—3}

x \ (z x

dx _ n tant Intervalle de validité :
(@ +3)° T 2w O oo 3l ou =33 +oo




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°60
Lundi 23 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans I’espace.

Exercice 2. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans I’espace.

Exercice 3. — Donner la définition géométrique du déterminant dans l’espace.



Exercice 4. — Donner ’expression en coordonnées du produit vectoriel.

abc
Exercice 5. — Donner la formule de développement par rapport a la deuxiéme colonne pour |d ¢ f|. En déduire la
ghi
valeur de ‘:152 g‘
607
Exercice 6. — Déterminer une équation cartésienne de la droite D perpendiculaire a A:3x — y + 2 = 0 et passant

par A(1,1). Quelle est la distance entre le point O et la droite D ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 60
Lundi 23 mars 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans I’espace.
Corrigé. —
Définition géométrique du produit scalaire dans ’espace. — Soient @ et ' deux vecteurs de ’espace.
On définit le produit scalaire i - ¥ comme le réel
Lo 0 sii=0ouv=0
w-v=< .
lZ|||7]| cos(@,¥) sid#0etT#0
Exercice 2. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans ’espace.
Corrigé. —
Définition géométrique du produit vectoriel dans ’espace. — Soient # et ¥ deux vecteurs de ’espace

orienté. On appelle produit vectoriel de @ par U, noté @ A ¥, le vecteur w défini par @ = 0 si & et U sont
colinéaires et, dans le cas contraire, 'unique vecteur dont les caractéristiques sont les suivantes :
1°) norme : ||| = || [|7]||sin(@, 7)| ;

2°) direction : W est orthogonal & @ et & ¥;

3°) sens : la base (i, U, W) est directe.

Exercice 3. — Donner la définition géométrique du déterminant dans l’espace.
Corrigé. —
Définition géométrique du déterminant dans ’espace. — Si u, ¥ et W sont trois vecteurs de ’espace

orienté, on appelle déterminant (ou produit mixte) de (@, ¥, W) le réel noté Det(u, ¥, W) ou [u, U, w] défini par

Det (i, 5, @) = (& A ) - @

Exercice 4. — Donner ’expression en coordonnées du produit vectoriel.
Corrigé. —
Expression en coordonnées du produit vectoriel. — Soient (O ;, j, k) un repére de 'espace orienté et

i(x,y,2) et U(z',y’, 2") deux vecteurs. Si le repére est orthonormé direct, alors les coordonnées de 4 A ¥ sont

vy
z Z/ ! _ /
Yz — 2y
!
| 2z = | 22’ — 22
X T , ’
z z Yy —yx
vy
. ’ \ [N a b c 7’ .
Exercice 5. — Donner la formule de développement par rapport a la deuxiéme colonne pour |d ¢ f|. En déduire la
g K3
102
valeur de ‘3 45 ‘
607
abc 102
. _ d ac| ac Fad — 12 — = —
Corrigé. — On a 32{ —‘—b|g{|—}—e|gz h|df|‘. Alinsi, 345 =432 =4x(7T-12)=|-20|
Exercice 6. — Déterminer une équation cartésienne de la droite D perpendiculaire & A:3z — y + 2 = 0 et passant

par A(1,1). Quelle est la distance entre le point O et la droite D ?

Corrigé. — Un vecteur directeur de A est @(1,3); ce vecteur étant non nul et normal & D, une équation cartésienne de

D est x + 3y + ¢ =0 ou le réel ¢ est déterminé par le fait que A€ D.Ona A€ D <= 4+ c¢=0 < c= —4 donc
1 1x043x0—4

’D:x+3y—4:0‘. On en déduit que d(O, D) = % = \/% i




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°61
Mardi 24 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Une figurine de Lego est constituée d’une paire de jambes, d’un corps et d’une téte. Un petit garcon
dispose de 4 paires de jambes, de 3 corps et de 7 tétes. Combien de figures différentes peut-il assembler ?

Exercice 2. — On tire simultanément 3 cartes dans un jeu de 32. Combien y a-t-il de tirages contenant au moins une
carte rouge ?



Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de BUREAU ?

Exercice 4. — Des copies d’examen sont notées de 0 a 100. Sachant qu’il y a 33 étudiants, combien y a-t-il de notes
possibles pour tous les étudiants ? de notes distinctes possibles ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 61
Mardi 24 mars 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Une figurine de Lego est constituée d’une paire de jambes, d’un corps et d’une téte. Un petit garcon
dispose de 4 paires de jambes, de 3 corps et de 7 tétes. Combien de figures différentes peut-il assembler ?

Corrigé. — L’ensemble E des figures possibles est A x B x C' ou A est I’ensemble de paires de jambes, B ’ensemble
des corps et C l'ensemble des tétes. On a |E| = |A| X |B| X |[C| =4 x3x7T=4x21= .

Exercice 2. — On tire simultanément 3 cartes dans un jeu de 32. Combien y a-t-il de tirages contenant au moins une
carte rouge ?

Corrigé. — Notons FE l'ensemble des tirages possibles et A I'ensemble des tirages contenant au moins une carte
rouge. On recherche [A| = |E| — [A| ot A est I'ensemble des tirages ne contenant aucun numéro impair. On a
|E| = (%) = 32x31x30 — 16 x 31 x 10 = 16 x 310 = 4960 (choix de 3 cartes parmi les 32) et [A| = () = 18x15x14 —
8 X 5 x 14 = 40 x 14 = 560 (choix de 3 cartes parmi les 16 cartes rouges). Ainsi, |A| = 4960 — 560 = | 4400 |.
Exercice 3. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de BUREAU ?

Corrigé. — Pour former un tel mot, on place d’abord les deux U puis les lettres B, R, E, A. Le nombre de fagons

de placer les U est le nombre de fagons de choisir deux positions possibles parmi huit soit (g) = % =3 x5=15.
Une fois les U placés, le nombre de facons de placer les lettres restantes, qui sont toutes distinctes, est le nombre de

permutation de 'ensemble {B, R, E, A} soit 4! = 24. En tout, il y a donc (g) x4l =15x%x24 = possibilités.

Exercice 4. — Des copies d’examen sont notées de 0 a 100. Sachant qu’il y a 33 étudiants, combien y a-t-il de notes
possibles pour tous les étudiants ? de notes distinctes possibles 7

Corrigé. — 11y a 33 étudiants et chacun peut avoir n’importe quelle note donc le nombre de notes possibles est
le nombre de 33-uplets de {0,...,100} (qui posseéde 101 éléments) c’est—éx—dire. L’ensemble de toutes les notes

possibles qui sont distinctes est le nombre de 33-uplets d’éléments distincts de {0, ...,100} c’est-a-dire (1%7%3)! = 160—81!! .




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 62
Lundi 30 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans ’espace.

Exercice 2. — Donner la définition de la distance d’un point de I’espace a une droite.

Exercice 3. — Décrire les différents cas pour I'intersection d’une sphére et d’un plan. Illustrer graphiquement.



Exercice 4. — Donner ’expression en coordonnées du produit vectoriel.

b
Exercice 5. — Donner la formule de développement par rapport a la troisieme ligne pour d e JC‘ . En déduire la valeur
g h i
de ‘ 115 ’
010
Exercice 6. — Déterminer une équation cartésienne de la droite D perpendiculaire a A:2x + 3y — 1 = 0 et passant

par A(0,—2). Quelle est la distance entre le point O et la droite D ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 62
Lundi 30 mars 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans ’espace.
Corrigé. —
Définition géométrique du produit vectoriel dans 1’espace. — Soient ¢ et ¥ deux vecteurs de ’espace

orienté. On appelle produit vectoriel de @ par ¥, noté @ A ¥, le vecteur @ défini par @ = 0 si @ et ¥ sont
colinéaires et, dans le cas contraire, 'unique vecteur dont les caractéristiques sont les suivantes :

1°) norme : ||| = |[@|||v]||sin(d, )| ;

2°) direction : W est orthogonal & @ et & ¥';

3°) sens : la base (@, ¥, W) est directe.

Exercice 2. — Donner la définition de la distance d’un point de I’espace a une droite.
Corrigé. —
Définition de la distance d’un point & une droite du plan. — On consideére dans ’espace un point

M et une droite D. On appelle distance de M & D le réel d(M, D) = infaep AM.

Exercice 3. — Décrire les différents cas pour I'intersection d’une sphere et d’un plan. Illustrer graphiquement.
Corrigé. —
Intersection d’une sphére et d’un plan. — On considére dans ’espace un plan P et une sphere S de

centre 2 et de rayon R > 0.
(7) Sid(Q,P) > R, alors PN S est vide.

(%) Sid(§, P) = R, alors PN S est réduite & un point.
(éi7) Sid(Q, P) < R, alors PN S est un cercle du plan P.

Exercice 4. — Donner I'expression en coordonnées du produit vectoriel.
Corrigé. —
Expression en coordonnées du produit vectoriel. — Soient (O ; 1, j, k) un repére de l'espace orienté et

w(z,y, z) et U(2’,y,2") deux vecteurs. Si le repére est orthonormé direct, alors les coordonnées de @ A ¥ sont

vy
2 2 yzl _ zy'
’ 22 = | za) — a2
xr T
v xy — yx'
vy
abc
Exercice 5. — Donner la formule de développement par rapport a la troisiéme ligne pour | d ¢ f|. En déduire la valeur
g 3
de ‘% i %’
010
Corrige. — Ona|dcf|=[gl2¢|=n/45|+i|52|| Onadone [112] =1} =—2-1)=[=1]
orrigé. naldes| = g|€f’— |d.f‘+l‘de‘ - On a donc | 112 =—|{il=—-2-1)=|-
Exercice 6. — Déterminer une équation cartésienne de la droite D perpendiculaire a A:2x + 3y — 1 = 0 et passant
par A(0, —2). Quelle est la distance entre le point O et la droite D ?
Corrigé. — Un vecteur directeur de A est @(—3,2); ce vecteur étant non nul et normal & D, une équation cartésienne
de D est —3x + 2y + ¢ = 0 ou le réel c est déterminé par le fait que A€ D.Ona A€ D <— —4+c¢c=0 < c=4

dOIlC‘D:*3$+2y+4:O . On en déduit que d(O,D):M =| 4|

Joarte | Vi




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N°63
Jeudi 2 mars 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
aire(ABCD) (dans le plan)
aire(ABC) (dans le plan)
volume(ABCDA'B'C'D") (dans espace)
volume(ABCD) (dans I'espace)
UNT (en coordonnées)




Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

d(M, D) (en terme d’équation de droite)
d(M, P) (en terme d’équation de plan)
d(M, D) (dans l'espace, en terme de point et vecteur directeur)
an _ bn

(a+0b)"




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N°63
Jeudi 2 mars 2015
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
51 ABCD est un parallélo- aire(ABC'D) — [Det(AB, AD)|
gramme du plan orienté,
. . 1
Si ABC.v est/ un triangle du aire(ABC) _1 |Det(1@, m)‘
plan orienté, 2
Si ABCDA'B'C'D’ est un N
parallélépipede de l'espace | volume(ABCDA'B'C'D’) | = |Det(/@, E, AAN|
orienté,
. s 1
S ABOD est un tétracdre volume(ABCD) — L pet(AB, AC, AD)|
de 'espace orienté, 6
vy
Si i(w,y,z) et v(z',y',2") =7 yz' —zy
en base orthonormée di- UNT = |jfni‘ = | 22’ — a2
recte, v o zy’ — yx’
vy
Exercice 2. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse

Si M(xar,yn) dans un

repére  orthonormé et d(M, D) _azas 4 byns + ¢f

D:ax + by +c = 0 ou ’ o VaZ £ b2

(a,b) # (0,0),

Si M(xa,yam,zm) dans

un repeére orthonormé et d(M, P) _awar + byn + e+ d

Piax+by+cz+d=0 ’ o VEZ T+ 02+ 2

ou (a,b,c) # (0,0,0),

Si D est une droite de l’es- N

pace orienté passant par [|AM A

. e e s d(M, D) = =

un point A et dirigée par |||

@ # 0 et si M est un point,
n—1

V(a,b) € C?, Vn € N*, a™ —b" =(a—0) Z akpn—1-k
k=0

V(a,b) € C?, Vn € N, (a+b)" = kz_o <Z) akpnF




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 64
Mardi 7 avril 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites données paramétri-
quement par D:x =1+t y=2,2=3+tet D:x=1+4+t,y=1+t 2=1+2t.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 64
Mardi 7 avril 2015

durée : 10 min

Exercice. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites données paramétri-
quement par D:x =1+t y=2,2=3+tet D:x=1+t,y=1+t 2=1+2t.

Corrigé. — Puisque R? est muni de sa base canonique qui est orthonormée directe, on peut utiliser les formules usuelles
pour les produits scalaires, déterminants et produits vectoriels.

PREMIERE ETAPE : points et vecteurs directeurs de D et D'. — La droite D est la droite passant par A(1,2,3) et
dirigée par (1,0,1) et la droite D’ celle passant par A’(1,1,1) et dirigée par (1, 1, 2).

DEUXIEME ETAPE : vecteur normal ¥ 4 @ et 4'. — Puisque @ A @' = (—1,—1,1) est non nul, on prend ¥ = (-1, —1,1)
comme vecteur normal & 4 et 4.

TROISIEME ETAPE : équation du plan P contenant D et paralléle & U. — Le plan P est le plan passant par A et normal
aw=uAU=(1,-2,—1). Il a donc pour équation x — 2y — 2+ d = 0 ou d se calcule en écrivant que A appartient & ce
plan : 1 —4 -3+ d =0 donc d = 6. Ainsi, P a pour équation z — 2y — z + 6 = 0.

QUATRIEME ETAPE : équation du plan P’ contenant D' et paralléle a T. — Le plan P’ est le plan passant par A’ et
normal & @' =@ A ¥ = (3,—3,0) donc normal & (1,—1,0). Il a donc pour équation z — y + d = 0 ot d se calcule en
écrivant que A’ appartient au plan : 1 — 1 +d = 0 c’est-a-dire d = 0 donc P’ a pour équation x —y = 0.

CINQUIEME ETAPE : représentation paramétrique de la perpendiculaire commune. — La droite coupant perpendi-
culairement D et D’ est 'intersection de P et P’ (qui ne sont pas paralléles car @ et @' sont non proportionnels).
Déterminons-en une représentation paramétrique :

€r =
r—2y—z+6=0 z=x—2y+6 Y
< < y=1y
z—y=20 T=1y
z=—y+6

’ La perpendiculaire commune & D et D’ est la droite passant par B(0,0,6) qui est dirigée par .

En résolvant le systéme différemment, on trouve a la place : B(6,6,0).



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 65
Mercredi 8 avril 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Soient £ un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,v,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.

Exercice 2. — Donner I’énoncé du critére du sous-espace vectoriel.

Exercice 3. — Donner I’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.



Exercice 5. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste Uintervalle de définition, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10
Exercice 7. — On se place dans R?. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.
Y
F




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 65
Mercredi 8 avril 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Soient £ un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,v,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.
Corrigé. —
La famille (v1,...,vp) est appelée famille génératrice de E si Vect(vy,...,vp) = E.
Exercice 2. — Donner 1’énoncé du critere du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient £ un K-espace vectoriel (ot K =R ou C). Un ensemble F
est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
(i) FCE;
(%) O € F';
(iii) V(A p) € K2, V(z,y) € F?, Mx+puyeF.
Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.
Corrigé. —
Caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires. — Soient E un K-espace vectoriel

(ot K =R ou C) et X une partie non vide de E. On a

Vect(X) = {/\1$1 + i AT | n>1, ()\1,...,)\71,) c K" et (1‘1,...,:En) c Xn}

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.
Corrigé. —
Définition d’une droite vectorielle. — Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel d'un espace F

de la forme Vect(x) avec z # Op.

Définition d’un plan vectoriel. — Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel d’'un espace E de la
forme Vect(z,y) avec x et y non proportionnels.

Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Corrigé. — On a

F et G supplémentaires < Ve € B, 3 (f,9) e FxG, z=f+yg
— EF=FaG

F+G=F
FnG= {OE}
Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).
1] {0} 6 | CY[0;1,R)
2 | R? 7 | C=([0;1],R)
3| RN 8 | M3(R)
4 | RR 9 | droite de R3 passant par O
5| C[0;1],R) 10 | plan de R?® passant par O




Exercice 7. — On se place dans R?. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.

Y Gy

G

G



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 66
Jeudi 9 avril 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Soient £ un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,v,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.

Exercice 2. — Donner I’énoncé du critére du sous-espace vectoriel.

Exercice 3. — Donner I’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.



Exercice 5. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste Uintervalle de définition, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10
Exercice 7. — On se place dans R?. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.
Y
F




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 66
Jeudi 9 avril 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Soient £ un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,v,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.
Corrigé. —
La famille (v1,...,vp) est appelée famille génératrice de E si Vect(vy,...,vp) = E.
Exercice 2. — Donner 1’énoncé du critere du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient £ un K-espace vectoriel (ot K =R ou C). Un ensemble F
est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
(i) FCE;
(%) O € F';
(iii) V(A p) € K2, V(z,y) € F?, Mx+puyeF.
Exercice 3. — Donner 1’énoncé de la caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires.
Corrigé. —
Caractérisation de Vect(X) en terme de combinaisons linéaires. — Soient E un K-espace vectoriel

(ot K =R ou C) et X une partie non vide de E. On a

Vect(X) = {/\1$1 + i AT | n>1, ()\1,...,)\71,) c K" et (1‘1,...,:En) c Xn}

Exercice 4. — Donner la définition d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.
Corrigé. —
Définition d’une droite vectorielle. — Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel d'un espace F

de la forme Vect(x) avec z # Op.

Définition d’un plan vectoriel. — Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel d’'un espace E de la
forme Vect(z,y) avec x et y non proportionnels.

Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. Donner
toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y compris la définition).

Corrigé. — On a

F et G supplémentaires < Ve € B, 3 (f,9) e FxG, z=f+yg
— EF=FaG

F+G=F
FnG= {OE}
Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un méme exemple
(en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).
1] {0} 6 | CY[0;1,R)
2 | R? 7 | C=([0;1],R)
3| RN 8 | M3(R)
4 | RR 9 | droite de R3 passant par O
5| C[0;1],R) 10 | plan de R?® passant par O




Exercice 7. — On se place dans R?. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.

Y Gy

G

G



Nom :
Prénom :
INTERROGATION N°67
Lundi 13 avril 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Qu’est-ce qu’'un espace de dimension finie ?
Exercice 2. — Enoncer le théoréme de la base extraite.
Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la base incompléte.

Exercice 4. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base 7

PTSI de Nevers
2014-2015



Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (vy,...,vp,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E. Méme question avec libre puis liée.

Exercice 6. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et (z,y) une famille de deux vecteurs de E. A quelle
condition (z,y) est-elle liée ? Méme question pour la famille & un élément ().

Exercice 7. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et (fi,..., fp) une famille libre de p € N* vecteurs de E.
Si f € E, a quelle condition (f1,..., fp, f) est-elle libre ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 67
Lundi 13 avril 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Qu’est-ce qu’'un espace de dimension finie ?

Corrigé. — ‘ Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Exercice 2. — Enoncer le théoreme de la base extraite.

Corrigé. —

Théoréme de la base extraite. — De toute famille génératrice finie d’un espace vectoriel non nul, on
peut extraire une base.

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de la base incomplete.
Corrigé. —
Théoréme de la base incompléte. — Dans un espace vectoriel non nul de dimension finie, toute famille

libre peut étre complétée en une base finie. De plus, les vecteurs ajoutés peuvent étre choisis parmi les vecteurs
d’une famille génératrice donnée.

Exercice 4. — Qu’est-ce que les coordonnées d’un vecteur dans une base ?
Corrigé. —
Définition-proposition définissant les coordonnées. — Soient £ un espace vectoriel sur K = R ou C et
(e1,...,e,) une basede Eoun > 1. Six € E, il existe un unique (z1,...,2,) € K" tel que x = z1e1+- - -+xpe,.
Ce n-uplet (z1,...,z,) s’appelle les coordonnées de x dans la base FE.
Exercice 5. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (vq,...,v,) une famille de p € N* vecteurs de E.
Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E. Méme question avec libre puis liée.
Corrigé. —
La famille (v1,...,vp) est appelée famille génératrice de E si Vect(vq,...,vp) = E.
La famille (vq,...,v,) est dite libre si

V()\l,...7>\p)€KP, )\1U1+"'+)\pvp:0E — ()\1,...,)\1,):(0,...,0)

La famille (v1,...,v,) est dite liée si

3(}\1’_,,7)\]))7&(0’_._70)7 )\1U1+"'+)\p’l)p:OE.

Exercice 6. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (z,y) une famille de deux vecteurs de E. A quelle
condition (z,y) est-elle liée 7 Méme question pour la famille & un élément ().

Corrigé. —

La famille (z,y) est liée si et seulement si z = 0 ou IX € K, y = Ax.

La famille (z) est liée si et seulement si x = 0.

Exercice 7. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et (f1,..., f,) une famille libre de p € N* vecteurs de E.
Si f € E, a quelle condition (f1,..., fp, f) est-elle libre ?

Corrigé. —

La famille (f1,..., fp) est libre si et seulement si f n’est pas combinaison linéaire des f;.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 68
Mardi 14 avril 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice. — On se place dans I'espace vectoriel E = RR. On pose F'= {f e R® | f(0) + f(1) =0} et G = {y:R —
R C! |y =0}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et en préciser une base.

c. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 68
Mardi 14 avril 2015

durée : 10 min

Exercice. — On se place dans I'espace vectoriel E = RE. On pose F'= {f e R® | f(0) + f(1) =0} et G = {y:R —
R C! |y =0}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et en préciser une base.

c. Les espaces F' et GG sont-ils supplémentaires ?

Corrigé. —
a. Utilisons le critere du sous-espace vectoriel pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
1°) F C E par définition.

2°) 0 € F car si f est la fonction identiquement nulle, alors f(0) et f(1) sont nuls donc f(0) + f(1) = 0 donc
feF

3°) Si (\,u) € R?2 et (f,g) € F, alors A\f + ug € F car si on pose h = A\f + pg, on a h(0) + h(1) =
Af(0) + pg(0) + Af(1) + pg(1) = A(f(0) + f(1)) + p(g(0) + g(1)) = 0.

Donc ‘ F est un sous-espace vectoriel de F ‘

b. On a G = Vect(1) donc ‘ G est un sous-espace vectoriel de £ ‘

c. Montrons que F et GG sont supplémentaires en utilisant le critére suivant :
E=F®G < VYeeE, 3(f,9) e FxG, e=f+gq.
Soit e € E. On considére g € G. 1l existe ¢ € R tel que Vt € R, ¢g(t) = ¢. Si on pose f =e—g, on a

e(0) + e(1)

fEF <= fO)+f(1)=0 <= €e(0)—c+e(l)—c=0 < c= 5

Ce systeme admet une unique solution donc

‘F et G sont supplémentaires dans F ‘




Nom :

PTSI de Nevers

Prénom : 2014-2015
INTERROGATION N°69
Jeudi 16 avril 2015
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.

Quantification/domaine

Formule demandée

Réponse

/ dx
1+ 22

n

Z e2ik;v

k=0

d(M, D) (dans l’espace, en terme de point et vecteur directeur)

o .

Quk (™) Domaine :
Données : n,p,q dans
N, A = (CLiJ) €

Ci,j Mm (R), B = (bl ]) S




Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.

DL demandé Réponse
tanx (ordre 3)
VaeR, (1+x)* (ordre n)
1+ (ordre 3)
Exercice 3. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 4. — Donner I’énoncé de la formule de Taylor-Young.




PTSI de Nevers 2014-2015
CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 69
Jeudi 16 avril 2015
durée : 10 min
Exercice 1. — Compléter le tableau suivant avec les formules demandées en spécifiant le domaine de validité.
Quantification/domaine Formule demandée Réponse
dz
Intervalle : R — arctan x + constante
1+ 22
n 1— eZi(n—i—l)w
Vz€R, VneN, 3 ik T SteF0modm,
k=0 n+1 six =0 mod 7.
Si D est une droite de I’es- .
pace orienté passant par | AM A
. L d(M, D) =
un point A et dirigée par Izl
4 # 0 et si M est un point,
dk —_gnk sk <n
VkeN, VYneN, — (") = (n=k)! o Domaine : R
dx 0 sik>n
P
Vie[1;n], Vje[l;q], Cij Zai,kbk,j
k=1
Exercice 2. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
3 3
tan x T 3 + o(z”)
n
o _ a(a—l)(a—(kj—l)) k n
VaeR, (1+x) 1301—1—2 o ¥ 4 o(x™)
k=1
1 1 1
1+ Iiol+§x—§x2+1—6x3+o(x3)
Exercice 3. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Formule de Taylor avec reste intégral. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: 1 — R une

fonction, a € I et n € N. Si f est C"*! sur I, alors

Veel, f(x)= i [P(a) (z —a)* + /T w FHD (@) dt.

— k!
Exercice 4. — Donner ’énoncé de la formule de Taylor-Young.
Corrigé. —
Formule de Taylor-Young. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — C, zp € I et n € N. Si f

est de classe C™" sur 1, alors

) (g
5@ =30 L) (o gt of — o)),

k=0




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 70
Lundi 20 avril 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une symétrie.

Exercice 2. — Sur quoi suffit-il de connaitre une application linéaire pour la connaitre entierement ? On précisera s’il
est mécessaire ou pas d’étre en dimension finie.

Exercice 3. — Enoncer la formule de Grassmann.

Exercice 4. — Donner la définition d’un endomorphisme, d’un isomorphisme et d’un automorphisme.



Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?

Exercice 6. — Qu’est-ce que le rang d’une famille finie de vecteurs?
Exercice 7. — Donner cinq exemples vraiment différents d’applications linéaires.
Exercice 8. — Donner les différentes caractérisations du fait que £ = F @ G. On précisera celles valables uniquement

en dimension finie.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 70
Lundi 20 avril 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une symétrie.
Corrigé. —
Définition d’une symétrie vectorielle. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux

sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Si « € F, il existe un unique couple (zp,zg) € F x G tel que
x =xp + x¢c et on pose s(x) =z — xg. On appelle symétrie vectorielle par rapport & F parallélement ¢ G
I'application s: EF — E ainsi définie.

Exercice 2. — Sur quoi suffit-il de connaitre une application linéaire pour la connaitre entierement ? On précisera s’il
est mécessaire ou pas d’étre en dimension finie.

Corrigé. — En dimension finie, il suffit de connaitre une application linéaire sur | une base |.

En dimension quelconque, il suffit de connaitre une application linéaire sur’ deux sous-espaces qui sont supplémentaires |.

Exercice 3. — Enoncer la formule de Grassmann.
Corrigé. —
Formule de Grassmann. — Soient F un espace vectoriel sur K = R ou C et F' et G deux sous-espaces

de E. Si F' et G sont de dimension finie, alors il en est de méme de F'+ G et FNG et on a dim(F + G) =
dim F' + dim G — dim(F' N G).

Exercice 4. — Donner la définition d’'un endomorphisme, d’un isomorphisme et d’un automorphisme.

Corrigé. — Un endomorphisme est une application linéaire d’un ’ espace dans lui-méme |.

Un endomorphisme est une application linéaire .

Un automorphisme est un | endomorphisme bijectif ‘

Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?

Corrigé. — Le groupe linéaire d’'un espace vectoriel est 1" ensemble des automorphismes ‘ de cet espace.
Exercice 6. — Qu’est-ce que le rang d’une famille finie de vecteurs?

Corrigé. — Le rang d’une famille de vecteurs est la ‘ dimension de I’espace qu’ils engendrent ‘
Exercice 7. — Donner cinq exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Corrigé. —

1°) ‘RQ—HR, (x,y)r—>x73y‘

2°) | F(R,R) — R, f— f(18)|

3°) |C2(R,R) — COR,R), f— f"

4°) [COR,R) — R, f+— [ f(t)dt

5°) ‘ {suites réelles convergentes} — R, u —— limu

Exercice 8. — Donner les différentes caractérisations du fait que E = F & G. On précisera celles valables uniquement
en dimension finie.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F et G deux sous-espaces.

F et G supplémentaires dans £ <= Ve € E, I (xp,2¢) € FXG, z=xp+2¢g
— EF=FoG

FQG:{OE}
<~
F+G=F



Si de plus E est de dimension finie,

FNG={0
F' et G supplémentaires dans £ <= ) { £} )
dim F +dimG = dim F
F+G=F
dim F +dimG =dim F
— il existe une base (eq, ..., ek, €kt1,...,6,) de E telle que (eq,...,ex)
si F, Get E

sont = {0} Soit une base de F et (eg41,-..,€,) une base de G



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION Ne° 71
Lundi 11 mai 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme du rang.
Exercice 2. — Donner la caractérisation de l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.
Exercice 3. — Sur quoi suffit-il de connaitre une application linéaire pour la connaitre entierement ? On précisera s’il

est nécessaire ou pas d’étre en dimension finie.

Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.



Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?

Exercice 6. — Donner sept exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Exercice 7. — Donner les différentes caractérisations du fait que £ = F @ G. On précisera celles valables uniquement
en dimension finie.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 71
Lundi 11 mai 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme du rang.

Corrigé. —

Théoréme du rang. — Soient E et F' deux espace vectoriel sur K=R ou C et u € L(E, F). Si F est de
dimension finie, alors u est de rang fini et dim £ = rgu + dim Ker u.

Exercice 2. — Donner la caractérisation de l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.
Corrigé. —
Caractérisations de l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.
— Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K =R ou C et (eq,...,e,) une base de E. Si
u € L(E,F), alors
(7) u injective <= (u(e1),...,u(ep)) libre
(%) u surjective <= (u(e1),...,u(ep)) engendre F'
(#7) u bijective <= (u(e1),...,u(ep)) base de F
Exercice 3. — Sur quoi suffit-il de connaitre une application linéaire pour la connaitre entierement ? On précisera s’il

est mécessaire ou pas d’étre en dimension finie.

Corrigé. — En dimension finie, il suffit de connaitre une application linéaire sur | une base |

En dimension quelconque, il suffit de connaitre une application linéaire sur’ deux sous-espaces qui sont supplémentaires |.

Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.
Corrigé. —
Formule de Grassmann. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces

de E. Si F et G sont de dimension finie, alors il en est de méme de F 4+ G et FN G et on a dim(F + G) =
dim F' + dim G — dim(F N G).

Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?

Corrigé. — Le groupe linéaire d’un espace vectoriel est 1" ensemble des automorphismes | de cet espace.
Exercice 6. — Donner sept exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Corrigé. —

1°) ‘ E—FE x—x ‘ (E espace vectoriel)

) |R? — R, (z y)»—>2x+3y‘

RY — R, ur—>u0‘

2°) ‘ E—FE z+—0p ‘ (E espace vectoriel)

C!(R,R) — C°(R,R), f +— f'

6°) |CO(R,R) — R, f — [ tf(t)dt

7°) ‘ {suites réelles convergentes} — R, u +—— limu

Il y a aussi les projections, les symétries, les homothéties, les rotations, etc.

Exercice 7. — Donner les différentes caractérisations du fait que F = F & G. On précisera celles valables uniquement
en dimension finie.



Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces.

F et G supplémentaires dans £ <= Ve € E, I (xp,z¢) € FXG, z=xp+ g
— E=F&G

FQGZ{OE}
<~
F+G=F

Si de plus E est de dimension finie,

FNG={0
F et G supplémentaires dans £ <= {0z}
dim F +dim G = dim F
F+G=F
dim F +dim G = dim F
il exist b ..., en) de E tell e
. Fﬁ”ﬂ il existe une base (e1, ..., ek, €kt1,...,6,) de elle que (e;

sont = {0}  Soit une base de F' et (ex+1,...,€en) une base de G

7ek)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION Ne° 72
Lundi 18 mai 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme du rang.
Exercice 2. — Donner la caractérisation de l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.
Exercice 3. — Soient E un espaces vectoriels de dimension finie, ¢ et ¢’ deux bases de E et u € L(E). Donner la

définition de M = Mat,(u) et P = P¢. Donner expression de M’ = Mat, (u) en fonction de M et P.

Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.



Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?

Exercice 6. — Donner dix exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Exercice 7. — Donner les différentes caractérisations du fait que F = F @ G. On précisera celles valables uniquement
en dimension finie.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 72
Lundi 18 mai 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme du rang.

Corrigé. —

Théoréme du rang. — Soient E et F' deux espace vectoriel sur K =R ou C et u € L(E, F'). Si F est de
dimension finie, alors u est de rang fini et dim £ = rgu + dim Ker u.

Exercice 2. — Donner la caractérisation de 'injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.

Corrigé. —

Caractérisations de l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité en terme d’image d’une base.

— Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K =R ou C et (eq,...,e,) une base de E. Si
u € L(E, F), alors

(7) u injective <= (u(e1),...,u(ep)) libre

(%) u surjective <= (u(e1),...,u(ep)) engendre F'

(#7) u bijective <= (u(e1),...,u(ep)) base de F

Exercice 3. — Soient E un espaces vectoriels de dimension finie, e et ¢’ deux bases de E et u € L(E). Donner la
définition de M = Mat.(u) et P = P¢ . Donner I’expression de M’ = Mat,/(u) en fonction de M et P.

Corrigé. —
uer) ... u(en) el ... e
e €1
Mat, (u) = : P = M =P 'MP
én ep
Exercice 4. — Enoncer la formule de Grassmann.
Corrigé. —
Formule de Grassmann. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et F' et G deux sous-espaces

de E. Si F et G sont de dimension finie, alors il en est de méme de F'+ G et FN G et on a dim(F + G) =
dim F' + dim G — dim(F' N G).

Exercice 5. — Qu’est-ce que le groupe linéaire ?
q p

Corrigé. — Le groupe linéaire d’'un espace vectoriel est 1" ensemble des automorphismes | de cet espace.

Exercice 6. — Donner dix exemples vraiment différents d’applications linéaires.

Corrigé. — Prendre n’importe lequel des exemples suivants.

1)

E—FE x—=x ‘ (E espace vectoriel)

E—FE z—0g ‘ (E espace vectoriel)

2°)
)
) | R

5°) | homothétie

60

R, (z,y) »—>2x+3y‘

7° RN—>R,u»—>uo‘

RN R, u — (Unt1)neN ‘

)
8°)
9°) | {suites réelles convergentes} — R, u — limu




10°) \cl(R,R) — CO(R,R), f —> f'

11°) | CO(R,R) — R, f > [5 f(t)dt

12°) ‘C’O(R, R) — CY(R,R), f — primitive de f s’annulant en 0

13°) | My (R) — M, (R), Ar— 4|

14°) | M (R) — M, (R), A— AB| (ot B € M,(R))

Il y a aussi les projections, les symétries, les homothéties, les rotations, etc.

Exercice 7. — Donner les différentes caractérisations du fait que £ = F @ G. On précisera celles valables uniquement
en dimension finie.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et F' et G deux sous-espaces.

F et G supplémentaires dans £ <= Ve € E, I (xp,2¢) € FXG, ==2xp+2¢g
— E=FoG
FNG={0g}
<~
F+G=F

Si de plus E est de dimension finie,

FNG={0
F et G supplémentaires dans £ < {0s}
dim F +dim G = dim F
F+G=F
dim FF 4+ dimG = dim E
3 F(?}t 5 il existe une base (eq, ..., ek, €kt1,...,6,) de E telle que (eq,...,ex)

sont = {0} Soit une base de F et (eg41,-..,€,) une base de G



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 73
Jeudi 21 mai 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

dx

Vi—z

Exercice 1. — Donner /

d
Exercice 2. — Donner /73j
1422
Exercice 3. — Enoncer la formule pour sin(a + b).
Exercice 4. — Enoncer la formule pour tan(a + b).

Exercice 5. — Donner la formule pour la distance d(M, D) d’un point & une droite dans le plan.



Exercice 6. — Développement limité a Pordre 3 en 0 de x — (1 4 x)®.

n

Exercice 7. — Donner la formule pour Z q~.
k=0
n
Exercice 8. — Donner la formule pour T ().
x
Exercice 9. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie, e et ¢’ deux bases de F et u € L(FE). Donner la

formule reliant M = Mat,(u), M’ = Mate (u) et P = P¢ .

Exercice 10. — Donner dimg M, ,,(K).



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 73
Jeudi 21 mai 2015

durée : 10 min

dx
Exercice 1. — Donner | ———.
vi—z
Corrigé de 21—z + constante. Intervalle de validité : |—oo ; 1
orrigé. — =— — x + constante. Intervalle de validité : |—oo;
g Vi—-2z
Exercice 2. — Donner / do .
14 22
o dz i
Corrigé. — T3 2= arctan x + constante. Intervalle de validité : R
Exercice 3. — Enoncer la formule pour sin(a + b).
Corrigé. — ‘ Y(a,b) € R?, sin(a+ b) = sinacosb + cosasinb ‘
Exercice 4. — Enoncer la formule pour tan(a + b).
tana 4 tanb
6. —| S \ SR\ (Z 7). alors = "
Corrigé Si a, b et a+bsont dans R\ (§ + 7Z), alors tan(a + b) rETEp—
Exercice 5. — Donner la formule pour la distance d(M, D) d’un point & une droite dans le plan.
Corrigé. —| d(M, D) = lazas + byus + ¢ ou D:ax + by + ¢ =0 avec (a,b) # (0,0) et M(x ) en repere orthonormé
ge. ’ - \/m . Y - ’ ) M>YM 1Y
Exercice 6. — Développement limité a lordre 3 en 0 de & — (1 4 x)*.
-1 —1 -2
Corrigé. —| Va e R, (14 z)” = 1+az+ a(a2 ) z? + ala=Da=2) z3 4 o(z?)
T—
Exercice 7. — Donner la formule pour Z q.

k=0

- g q#1
Corrigé. —| Vqe C, Vn €N, qu = 1—q _ ’
o n+1l sig=1.

Exercice 8. — Donner la formule pour 1 ().
xn

ar . gk sin <k,
Corrigé. —| ¥n €N, VkeN, — (zF) = k=)t - Domaine de validité : R
dam 0 sin > k.

Exercice 9. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie, e et ¢’ deux bases de E et u € L(E). Donner la
formule reliant M = Mat,(u), M’ = Mat. (u) et P = P¢ .

Corrigé. —| M' = P~'MP |

Exercice 10. — Donner dimg M, ,(K).

Corrigé. —‘ SiK=RouC, onaVneN, VpeN* dimg M, ,(K)=np. ‘




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 74
Lundi ler juin 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Soient ({2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner
les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées :

Formule des probabilités totales :

Formule de Bayes (pour deuz événements) :

Exercice 2. — Donner la définition de I’espérance d’une variable aléatoire finie X définie sur un espace probabilisé
(Q,P).
Exercice 3. — Remplir le tableau suivant.

variable X E(X)

constante c

indicatrice 1 4

loi uniforme sur {z1,...,z,}

loi de Bernoulli B(p)

loi binomiale B(n, p)




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 74
Lundi ler juin 2015

durée : 10 min

Exercice 1. — Soient ({2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner
les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées : si A1 N---N A,_1 est de probabilité non nulle, alors

| P(A1N---N A,) = P(A1) P(A3| A1) P(A3] A1 N Ap) .. P(An| A 0N A, )|

Formule des probabilités totales : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités non nulles,
alors | P(A) = P(A1)P(A|Ay) + -+ P(A,)P(A|A,)]

P(A)P(B|A
Formule de Bayes (pour deuz événements) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors | P(A|B) = (})D(é)H
Exercice 2. — Donner la définition de 1’espérance d’une variable aléatoire finie X définie sur un espace probabilisé
(Q,P).
Corrigé. —
E(X)= Y zP(X=u)
zeX(Q)
Exercice 3. — Remplir le tableau suivant.
variable X E(X)
constante c c
indicatrice 14 P(A)(1 - P(A))
loi uniforme sur {z1,...,2,} w
loi de Bernoulli B(p) D
loi binomiale B(n, p) np




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 75
Lundi 8 juin 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient ({2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner
les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées :

Formule des probabilités totales :

Formule de Bayes (pour deuz événements) :

Exercice 2. — Donner la définition de I’espérance et de la variance d’une variable aléatoire finie X définie sur un
espace probabilisé (2, P).

Exercice 3. — Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires et si A et u sont deux réels, donner E(AX + pY) et
VAX + p).



Exercice 4. — Enoncer I'inégalité de Bieanymé-Tchebychev. Donner un exemple d’application de cette inégalité.

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de transfert.

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.

variable X ens. valeurs loi E(X) V(X)
prises

constante ¢

indicatrice 1 4

loi uniforme sur {z1,...,z,}

loi de Bernoulli B(p)

loi binomiale B(n, p)




PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION Ne° 75
Lundi 8 juin 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Soient ({2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événements. Donner
les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées : si A1 N---N A,_1 est de probabilité non nulle, alors

| P(A1N---N A,) = P(A1) P(A3| A1) P(A3] A1 N Ap) .. P(An| A 0N A, )|

Formule des probabilités totales : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités non nulles,
alors | P(A) = P(A1)P(A|Ay) + -+ P(A,)P(A|A,)]

P(A)P(B|A
Formule de Bayes (pour deuz événements) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors | P(A|B) = (})D(é)H
Exercice 2. — Donner la définition de I’espérance et de la variance d’une variable aléatoire finie X définie sur un

espace probabilisé (2, P).

Corrigé. —

E(X)= Y zP(X=x)| |V(X)=E(X - E(X))?
zeX(Q)

Exercice 3. — Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires et si A et u sont deux réels, donner E(AX + pY) et
V(AX + p).

Corrigé. —[E(X + pY) = \E(X) + pE(Y) | [VOAX + ) = M2V(X) |

Exercice 4. — Enoncer l'inégalité de Bieanymé-Tchebychev. Donner un exemple d’application de cette inégalité.
Corrigé. —
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. — Si X est une variable aléatoire réelle finie d’espérance m et

d’écart-type o, alors

[ V)

Ve >0, P(\X—m|25)§§—.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’estimer la probabilité qu'une variable aléatoire s’écarte de sa moyenne.
Par exemple, cela permet d’estimer la probabilité qu'une variable aléatoire appartienne a un intervalle donné.

Exercice 5. — Enoncer le théoréme de transfert.
Corrigé. —
Théoréme de transfert. — Soient X : (2, P) — F une variable aléatoire finie et f: FF — R une fonction

a valeurs réelles. On a

E(f(X)= ) f(2)P(X=uq).

rEX(Q)

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.



variable X ens. valeurs loi E(X) V(X)
prises
constante ¢ {c} P(X =c¢)= ¢ 0
indicatrice 14 {0,1} P(PX()S ;) Qng?A) P(A) P(A)(1 - P(A))
i uni ~ . o1 T+ T, pas de formule
loi uniforme sur {z1,...,z,} {x1,..., 2} Vie[l;n], P(X =x;) = - - générale
loi de Bernoulli B(p) {0,1} P(ié)i 3)117 g » D p(1 —p)
A . Vk € [0;n],
loi binomiale B(n, p) {0,...,n} P(X = k) = (][“[)p;l(]]l - np np(1 — p)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION N° 76
Jeudi 11 juin 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les énoncés de cinq théoremes importants d’analyse.



PTSI de Nevers 2014-2015

CORRIGE DE L’INTERROGATION N° 76
Jeudi 11 juin 2015

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les énoncés de cinq théoréemes importants d’analyse.

Corrigé. — Par exemple : formule de Taylor reste intégral, formule de Taylor-Young, inégalité des accroissements finis,
théoreme de la bijection, théoréme des valeurs intermédiaires.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2014-2015

INTERROGATION Ne° 77
Lundi 15 juin 2015

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Effectuer la division euclidienne de X® — X4+ X3 — X2 + X — 1 par X2 + 1.

Exercice 2. — Déterminer les racines de P = X3 — 3X2 + 4.



Exercice 3. — Décomposer en facteurs irréductibles sur R le polynéme P = X3 + 1.

Exercice 4. — Montrer que (X* + kX*~1)g<p<, est une base de R, [X].

Exercice 5. — Donner la matrice M de f: P — P(X) — P(X — 1) dans la base canonique de R3[X]. Que peut-on
dire de M 7
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durée : 20 min

Exercice 1. — Effectuer la division euclidienne de X® — X4+ X3 — X2 + X — 1 par X2+ 1.

Corrigé. — On trouve | X° — X4+ X3 - X2+ X - 1= (X2 +1)(X? - X?) +(X - 1) ‘

Exercice 2. — Déterminer les racines de P = X3 — 3X2 4+ 4.

Corrigé. — Deux racines évidentes de P sont —1 et 2. On a P’ = 3X? —6X = 3X (X — 2) qui admet également 2comme

racine. Ceci montre que P admet —1 comme racine simple et 2 comme racine double donc ‘ P=(X+1)(X —2)? ‘

Exercice 3. — Décomposer en facteurs irréductibles sur R le polynéme P = X3 + 1.

Corrigé. — Les racines complexes de P sont —1 et —e*2"/3 donc on a

P = (X +1)(X +e¥3)(X +e727/%) = [(X + 1)(X2 - X +1)]

C’est la décomposition de P en facteurs irréductibles sur R car P est écrit comme un produit d’un polynoéme de degré
un et d’un polynoéme réel de degré deux sans racines réelles.

Exercice 4. — Montrer que (X* + kX*~1)g<p<, est une base de R, [X].

Corrigé. — Posons P, = XF + kX* 1si0<k<n(maPy =1 P =X+1, P, = X?+2X, etc.). La famille
(Pr)o<k<n est une famille de polynémes non nuls de degré échelonnés (on a deg P, = k) donc est libre. Puisque tous
les Py, appartiennent & R,,[X] et que la famille est de cardinal n 4+ 1 en dimension n + 1, on en déduit qu’elle est une

base de R,,[X]|.

Exercice 5. — Donner la matrice M de f: P — P(X) — P(X — 1) dans la base canonique de R3[X]. Que peut-on
dire de M ?

fA) fX) fX2) F(XF)

0 1 -1 1

.y X 0 0 2 -3
Corrigé. — Ona M = 2 0 0 0 3
X3 0 0 0 0

C’est une matrice triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale, donc elle est | nilpotente | (on a M* = 0).
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Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 & 'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1
1+ (ordre 7)
ln(l =+ ;E) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
cos T (ordre 7)
Sh xr (ordre 7)
tanx (ordre 3)
Va € R, (1 + l‘)a (ordre n)
1 + T (ordre 3)




Exercice 2. — Pour chacune des séries suivantes, donner sa nature (convergente ou divergente), la méthode utilisée
’ ’
pour déterminer la nature et pI’éCiSQI‘ sa somme si elle est convergente.

Série Nature Méthode Somme

Vq € C, Zq”

"
Va € R, 7'
n:
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Exercice 1. — Donner les développements limités suivants en 0 a l'ordre indiqué.
DL demandé Réponse
1 2_ .3, .4_ .5, 6 7 7
= l—-zs+az*—a’ 42" —a2°+z2°—z" 4+ o(z")
14+ z—0
2 3 4 5 6 7
x x x x x x
In(1 =r-—-—=—4+—=—-—"——+—=——-——=+ = 7
n(l+z) T I S S
3 25 2T 7
arctan x Iiow—§+€—7+o(m)
2 4 6
x x x
e S s 7
cos ol T3 T T o)
3 5 7
x x x
h = = T
sh S0 T 6 T 120 T s0a0 o)
° 3
tan x ijox—l—?—l—o(:r)
n
o B ala=1)... (a—(k—=1)) , n
VaeR, (1+42x) x;gl—i—z ] x® + o(z™)
k=1
1+zx = 1+1x—7x2+ 23+ o(x?)
z— 2 8 16
Exercice 2. — Pour chacune des séries suivantes, donner sa nature (convergente ou divergente), la méthode utilisée

pour déterminer la nature et préciser sa somme si elle est convergente.

Série Nature Méthode Somme
n converge si|g| <1 . .
Vq € C, Z q ) ) calcul sommes partielles si|gl <1
diverge  sig| >1 1—gq
xn
Vz € R, Z — converge Taylor reste intégral e
n!
1 . L
Z — diverge comp. avec intégrale -
n
1 L .
Z — converge comp. avec intégrale —
n? 6
-1 n—1 1 1
Z (=1) converge - = / " de In2
n n 0
(=)t . :
Z converge suites adjacentes ne se calcule pas
vn
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Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les quatre résultats fondamentaux de croissances comparées pour les suites numériques.

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossiérement divergente et de série divergente sans
I’étre grossierement.

Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(nqg).

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de > m



Exercice 5. — Enoncer le théoréeme de comparaison pour les séries.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.
. In’n
Exercice 7. — Donner la nature de —_—
n
. 1
Exercice 8. — Donner la nature de g 5

n?+vInn
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durée : 15 min

Exercice 1. — Donner les quatre résultats fondamentaux de croissances comparées pour les suites numériques.

Corrigé. —

n |

+00 Vg > 1, n

—_— —>
n! n—+oo q" n—+oo

+00

n

Vg>1, Va >0, 4 — +© Ya >0, VG >

n® n—+oo

0,

Inf n n—+oo

(03

+00

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossierement divergente et de série divergente sans

I’étre grossierement.

Corrigé. — Série convergente : Y 5= (série géométrique de raison € ]—1;1[)

Série grossierement divergente : Y n (car n . 0) X

Série divergente mais pas grossierement divergente : ) - (série harmonique)

Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(n{g).

(36n+49)m
18

Corrigé. — Posons u, = sin(nyg) si n € N. On a uzen49 = sin(

) =sin(2nm + §) = sin § = 1 donc (u,) admet

une suite extraite qui ne tend pas vers 0 donc ne tend pas vers 0 car une suite extraite d’une suite convergente converge

R o o A 1 .
vers la méme limite. Ainsi, ‘ >_sin(n{g) diverge grossiérement ‘

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de ) m

n—1—n 1

Corrigé. —Sin>2,ona ——— = = == — % et donc (somme télescopique), on a VN > 2, > St =

n(n—1) T n(n—1) n—1

n=2 \n—1 n

ZN (L - H=1-L — 1donc > ——L— converge et Ii'é n(nl—l) =1

N N—+oo n(n—1)

Exercice 5. — Enoncer le théoreme de comparaison pour les séries.

Corrigé. —

N 1

n=2 n(n—1)

() Sivn e N, 0 < u, <wv, et Y v, converge, alors Y u, converge.
() Sivn e N, 0 < wu, <wv, et > u, diverge, alors Y _ v,, diverge.

Théoréme de comparaison. — Soient (uy,)nen €t (vn)nen deux suites de réels.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.

Corrigé. —

Un n—?—i/-oo
de méme nature.

Théoréme d’équivalence. — Soient (u,)nen €t (vn)nen des suites de réels qui ne s’annulent jamais. Si
v, avec (uy,) et (vy,) de signe constant & partir d’un certain rang, alors les séries » | u, et > v, sont

. In?n
Exercice 7. — Donner la nature de —_—
n

2
Corrigé. — Sin >3, on a In?n > 1 donc l“T” > % > 0 ce qui montre que

2

In®n
n

diverge

série & terme positifs Y L.

1
Exercice 8. — Donner la nature de Z 5
n

Vinn .

par comparaison avec la

Corrigé. —Sin > 3,on a vInn > 1 donc 0 < L_ < # avec Y -1 convergente donc la série & termes positifs

pl
n2vInn n

1
—— | converge.
> o g
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Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la nature de ) cos(n).
Exercice 2. — Donner la nature et la somme de Z 1
) (3n—1)(3n +2)°
(n>1)
Exercice 3. — Donner la nature des séries géométriques et de celles de Riemann. On précisera les cas de divergence

non grossiere.

Exercice 4. — Enoncer le théoreme de comparaison pour les séries.



__Inn

Exercice 5. — On pose u,, = NGE Calculer lim nu,. Que peut-on en déduire sur »_ u, ?
n—-+4oo

Exercice 6. — Donner la nature de ) (1 — sin(n%))"s.
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durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la nature de ) cos(ng).

Corrigé. — Posons u,, = cos(ng). On a ug, = cos(2nm) = 1 donc (u,)nen admet une suite extraite qui ne tend pas
vers 0 donc ne tend pas vers 0 car une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite. Or, si une

série converge, son terme général tend vers 0 donc ’ >_cos(n%) diverge grossierement ‘

1
Bn-1)(Bn+2)

Exercice 2. — Donner la nature et la somme de Z
(n>1)

1 _
n=1 (3n—1)(3n+2) —

Corrigé. — Sin > 1,ona et donc (somme télescopique), on a VN > 1, Z

1 _ l( 1 )
(3n—1)(3n+2) = 3'3n-—1 3n+2

1 1 1y _ 1 1 1 1 1 +o0
32m=1 (g7 —Tr2) =5 ~ 3352 NT T 6 donc > (n>1) Gn=T)Bnr2) converge et | ) ) = 1)(3n+2)

Exercice 3. — Donner la nature des séries géométriques et de celles de Riemann. On précisera les cas de divergence
non grossiere.

Corrigé. —

Vo€ C Z n | converge si |q] <1,
1 ’ e diverge grossiérement si |g| > 1.

converge sia>1,
Va € R, Z a diverge non grossierement si0 < a <1,
diverge grossiérement sia <0.

Exercice 4. — Enoncer le théoreme de comparaison pour les séries.

Corrigé. —

Théoréme de comparaison Soient Y u, et > v, deux séries de réels.
(i) Sivn e N, 0 < u, < v, et Y v, converge, alors Y u, converge.

(¢) Sivn eN, 0 <wu, < v, et > u, diverge, alors > v, diverge.

Exercice 5. — On pose u, = 22, Calculer lim nu,. Que peut-on en déduire sur S ?
Vvn n—-+oo
Corrzge — On a nu, = /nlnn WS, To0 donc, pour n supérieur & un certain rang, on a nu, > 1 > 0 et donc

Up > —7 > 0 avec Z divergente (série de Riemann d’exposant < 1) donc, par comparaison entre séries a termes

positlfs, Zun diverge | La divergence est non grossiére car u,, tend vers 0 (croissance comparée).

Exercice 6. — Donner la nature de > (1 — sin(%))”g.
Corrigé. — Posons u, = (1 — sin(#))”g. On a
W, — e SIn(1- 511’1(;1?)) _ ens In(1— 7+o(;15)) _ ens(ffg+o(;1g)) _ efn+o(1) — e 6o(l) ~ e >0
" ~~ n—+oo -
— 1
n—-+oo

avec Y e~ " convergente (série géométrique de raison e~! avec |[e~!| < 1) donc, par équivalence entre séries de signe

constant, la série | > (1 — Sin(%))”2 est convergente
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