Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°1
Lundi 5 septembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme d’intégration par parties.

n—2
Exercice 2. — Calculer Z 1. On n’oubliera pas de quantifier.

k=5

n
Exercice 3. — Donner la formule pour Z q~.
k=0
n

Exercice 4. — Donner la formule concernant Z k.

k=0



PTSI de Nevers

2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°1

Lundi 5 septembre 2016

durée : 5 min

Exercice 1. — Enoncer le théoréme d’intégration par parties.
Corrigé. —
Théoréme d’intégration par parties. — Soient a et b deux réels vérifiant a < b et u,v:[a;

b] — R deux fonctions. Si u et v sont C* sur le segment [a; b], alors

b b
/ o/ (#)o() dt = [u()(t)]} / W) (1) dt.

n—2

Exercice 2. — Calculer Z 1.

k=5

n—2

Corrigé. —Sin27,onalen—2—5+1:

k=5

n

Exercice 3. — Donner la formule pour Z q~.

k=0
n 1_gnt? . 1
Corrigé. —|V¥n € N, Vq € C, qu = 1—q S% a7 1L
prd n+1 siqg=1.
n
Exercice 4. — Donner la formule concernant Z k.
k=0
= nin+1)
Corrigé. —|Vn € N, k=—7-—1|
orTigé n ; 5

On n’oubliera pas de quantifier.



Nom :

PTSI de Nevers

Prénom : 2016-2017
INTERROGATION DE COURS N°2
Mardi 13 septembre 2016
Répondre sur la feuille ; durée : 10 min

Exercice 1. — Tracer la fonction cos sur [—2m ;27| (échelle : 1 unité = 1 cm).

Y

x

Exercice 2. — Enoncer la formule pour cos(a + b).
Exercice 3. — Enoncer les formules pour cos(2a).
Exercice 4. — Enoncer la formule pour sin? a (linéarisation).
Exercice 5. — Enoncer la formule pour cos asin b.
Exercice 6. — Enoncer la formule pour sin p — sin g.
Exercice 7. — Donner la formule pour cos(§ — )

37w

Exercice 8. — Calculer cos(2:F).

4



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 2
Mardi 13 septembre 2016

durée : 10 min

Exercice 1. — Tracer la fonction cos sur [—27 ;27| (échelle : 1 unité = 1 cm).

Y

Exercice 2. — Enoncer la formule pour cos(a + b).

Corrigé. — ’ Y(a,b) € R?, cos(a +b) = cosacosb — sinasinb

Exercice 3. — Enoncer les formules pour cos(2a).

Corrigé. —’ Ya € R, cos(2a) = cos’a —sin®b=2cos?’a — 1 =1—2sin’a

Exercice 4. — Enoncer la formule pour sin? a (linéarisation).

1-— 2
Corrigé. —| Ya € R, sin’a = #S(a)

Exercice 5. — Enoncer la formule pour cos asin b.

sin(a + b) — sin(a — b)
2

Corrigé. —| V(a,b) € R*, cosasinb =

Exercice 6. — Enoncer la formule pour sin p — sing.

Corrigé. — | ¥(p,q) € R?, sinp —sing = 2 cos(24?) sin(2;2)

Exercice 7. — Donner la formule pour cos(§ — )

Corrigé. — ’ Ve eR, cos(§ —x)= sinx‘

Exercice 8. — Calculer cos(?’?T”).

o

Corrigé. — cos(2IZ) = cos(22ZT) = cos(8m + 2L) = cos(2F) =| —




Nom :
Prénom :

INTERROGATION DE COURS N°3
Mardi 20 septembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de t — /t sur [0;9].

PTSI de Nevers
2016-2017

Y
31
9 1
14
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Exercice 2. — Démonstration de la formule pour cosp — cosgq.

Exercice 3. — Définition d’une fonction T-périodique.



Exercice 4. — Formule de dérivation d’une fonction composée.

Exercice 5. — Soit f:R — R une fonction. Donner les conditions auxquelles la courbe représentative
de f admet une branche parabolique.

Exercice 6. — Dérivabilité et dérivée de x — In(1 + /) sur |0; +o0].



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 3
Mardi 20 septembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de t — /t sur [0;9].

Y
31
9 1
14
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Exercice 2. — Démonstration de la formule pour cosp — cosgq.
Corrigé. — Soit (p,q) € R%. Sia = % et b= 251 alors
cos(a + b) — cos(a — b) = cosacosb —sinasinb — cosacosb — sinasinb = —2sinasinb
et donc, puisque a+b=peta—b=g¢q,|cosp—cosq=—2 sin(%ﬂ) sin(254)
Exercice 3. — Définition de la composée de deux fonctions.
Corrigé. —
Définition de la composée de deux fonctions. — Soient I et J deux intervalles (non

de u suivie par u comme étant la fonction v o u définie par Vz € I, (vou)(x) = v(u(z)).

triviaux) de R et u: I — R et v:J — R deux fonctions. Si u(I) C J, on définit la composée

Exercice 4. — Définition d’une fonction T-périodique.
Corrigé. —
Définition d’une fonction T-périodique. — Soit 7' > 0. On dit qu’une fonction f:D C

R — R est périodique sur D de période T si
1°) Vee D, 2+ T € D;

29) Ve e D, flx+T) = f(x).

Exercice 5. — Donner la définition d’un intervalle. Donner la négation. Est-ce que R* est un intervalle 7
Corrigé. —
Définition d’un intervalle. — Soit I C R. On dit que [ est un intervalle si

Y(a,b) € I?, Vc€R, a<c<b = cel.

La négation est : ‘H(a, byeI?, IceR, a<c<betcée¢l ‘ Ainsi, R* n’est | pas un intervalle | car —1

et 1 sont dans R* avec —1 < 0 < 1 mais 0 ¢ R*.

Exercice 6. — Formule de dérivation d’une fonction composée.



Corrigé. — Soient I et J deux intervalles non triviaux et w: I — R et v:J — R deux fonctions. Si
u(I) C J, u est dérivable sur I et v est dérivable sur J alors v o u est dérivable sur I et

Veel, (vou)(z)=1u'(z)v (u(x))

Exercice 7. — Soit f:R — R une fonction. Donner les conditions auxquelles la courbe représentative
de f admet une branche parabolique.

Corrigé. — Branche parabolique de direction Oz : | f(z) S TO0 et M 5T 0
xr o0 x xr o0

Branche parabolique de direction Oy : | f(z) — oo, M — oo
x T

r—too

Branche parabolique de direction d’équation y = az (ot a € R*) :

f(z)

f(x) w—ﬁoo :I:OO’ 7 z—?oo a et f(x) —ar mq)oo +00

Exercice 8. — Inégalité triangulaire.

Corrigé. —

Inégalité triangulaire. — Si (z,y) € R? on a |z + y| < |z| + |y| avec égalité si et seulement
si x et y sont de méme signe.

Exercice 9. — Inégalité triangulaire inverse.

Corrigé. —

Inégalité triangulaire inverse. — Si (z,y) € R? on a |z +y| > |[z] — |y||.

Exercice 10. — Dérivabilité et dérivée de z — In(1 + /) sur |0; +o0].

Corrigé. — La fonction u:x —— 1 4 \/x est définie et dérivable sur RY (somme d’une constante et de
la racine carrée le sont sur R’ ) et a valeurs strictement positives (car 1 4 /x > 1 si > 0). Ainsi, par

composition avec le logarithme (qui est dérivable sur R ), f: 2 — Inu(x) est ‘ dérivable sur R* |et on a
N 1 Co N~ 1
ER =) TTevE | Wa(r V)
Exercice 11. — Donner les deux minorations résultant de I'inégalité triangulaire inverse. Quand utilise-

t-on 'une ou l'autre ?

Corrigé. — Si (x,y) € R%, on a‘ |z +y| > |z| — |y ‘et ’ |z +y| > |y| — |=] ‘ On utilise celle des deux dont

le | minorant est positif ‘ (les deux minorants sont opposés donc I'un est positif et 'autre négatif).

Exercice 12. — Démonstration de I'inégalité triangulaire inverse.
Corrigé. — Soit (z,y) € R%. On a, d’aprés I'inégalité triangulaire,

lz| = |z +y -yl < |z +y[+ |y donc |z |y <|z+y
lyl =l +y—2| < |z +y[+|z] donc |y —[z| < |z +yl

Puisque ||z — |y|| est I'un des nombres |z| — |y| et |y| — ||, on en déduit que ||z + y| > ||z| — [y| |




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°4
Mardi 27 septembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de ¢t — cht et t — sht sur [—2;2]. Données : ch(1l) ~ 1,54, sh(1) ~ 1,18,
ch(2) ~ 3,76, sh(2) ~ 3,63.
Y

Exercice 2. — Démonstration de la formule pour sinp + sin q.

Exercice 3. — Théoréme de dérivation d’une fonction composée.



Exercice 4. — Formules de croissances comparées en +oo.

Exercice 5. — Résoudre tanz = v/3.

Exercice 6. — Citer et démontrer la formule pour tan(a + b).

(142)-1

Exercice 7. — Si a € R, calculer lim;—0 -
0

x

Exercice 8. — Calculer (v/2V2)V2



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°4
Mardi 27 septembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de t — cht et t — sht sur [—2;2]. Données : ch(l) ~ 1,54, sh(1) ~ 1,18,
ch(2) ~ 3,76, sh(2) ~ 3,63.

1 1 1 1 1 1 x
EC, SmmemEazr mamE=cas 1 2 3
14
91
_31
y =shx
41
Exercice 2. — Démonstration de la formule pour sin p 4 sin q.
Corrigé. — Soit (p,q) € R%. Sia = % et b= 254, alors

sin(a + b) + sin(a — b) = sinacosb + cosasinb + sinacosb — cosasinb = 2sinacos b

et donc, puisque a +b=pet a—b=gq,|sinp+sing = 2sin(p7+q) cos(254)

Exercice 3. — Théoréme de dérivation d’une fonction composée.
Corrigé. —
Théoréme de dérivation d’une fonction composée. — Soient [ et J deux intervalles non

triviaux et u: I — R et v:J — R deux fonctions. Si () C J, u est dérivable sur I et v est
dérivable sur J alors v o u est dérivable sur I et

Veel, (vou)(x)=u(x)v'(u(x))

Exercice 4. — Formules de croissances comparées en +oo.

Corrigé. — On a

axr

0| [Va>0, Va>0, - — oo

z— 400 ¥ z—+oo

In? z

Va >0, V5>0,




Exercice 5. — Résoudre tanz = /3
Corrigé. — On a

tanx:\/§ < tanx:tang <~ m

Exercice 6. — Citer et démontrer la formule pour tan(a + b).

Corrigé. — Sia, bet a+bsont dans R\ (§ +7Z), on a

tan(a + b) = sin(a + b)

. . sin a cos b+cos a sin b sina sin b
_ sinacosb + cosasinb _ pm— _ cosa ' cosh _ tana + tanb
cos(a+b) cosacosb—sinagsinh  Gsacosb—sinasinb | _ sina sinb 1—tanatanbd
cos a cos b cosa cosb
. . . 142)*—1
Exercice 7. — Si a € R, calculer limy;—0 %
z#0

Corrigé. — Puisque f, :x — (14 2) est dérivable sur |—1;4o00[ donc en 0 (avec [/ : 2z — ax
1+z)*—1

“=1) on a
_ Ja(z) = fa(0) L) —
JJ - z—0 glfa(o) *@

Exercice 8. — Calculer (v/2V2)V2

Corrigé. — On a (V2V2)V2 = \2V2xV2 — /32 — .




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°5
Mardi 4 octobre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Tracé de x —— x3/y2.

f f f f x
0 1 2 3 4 shz
Exercice 2. — Donner les formules pour tan(a + b), [ (1+ x)Y/3 d, lin}) —— et la croissance comparée
r—r

x#0
entre logarithme et puissance en +o0.

Exercice 3. — Enoncer I'inégalité triangulaire pour des nombres complexes en précisant le cas d’égalité.
Donner la démonstration de 'inégalité (on ne demande pas de démontrer le cas d’égalité).



Exercice 4. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e si ¢t € R.

Exercice 5. — Sin € N et 2 € R, calculer les sommes >, _ cos(kz) et > _, sin(kz).



Exercice 6. — Résoudre z? = 16i. On donnera les solutions sous forme algébrique.

Exercice 7. — Résoudre 22 — 2iz + 3 = 0. On donnera les solutions sous forme algébrique.

Exercice 8. — Résoudre 22 = 2 + 4. On donnera les solutions sous forme algébrique.






Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

CORRIGE DE L’'INTERROGATION DE COURS N°5
Mardi 4 octobre 2016

durée : 30 min

Exercice 1. — Tracé de x — x3/y2.
4 1
31
91
11
1 1 1 1 x
0 1 2 3 4 shz
Exercice 2. — Donner les formules pour tan(a + b), [ (1 +z)/3dx, lin%) —— et la croissance comparée
T—r X
z#0
entre logarithme et puissance en +oc0.
Corrigé. — On a
tana 4 tanb

Sia, beta+bsont dans R\ (5 +7Z), tan(a+b)=

1 —tanatanbd

/ (1+2)/3de = — % (1 + 2)*/3 + constante Intervalle de validité : [—1; +oo[

shz

Inf z

VYa >0, V8>0, — 0

¥ z—+oo

Exercice 3. — Enoncer I'inégalité triangulaire pour des nombres complexes en précisant le cas d’égalité.
Donner la démonstration de 'inégalité (on ne demande pas de démontrer le cas d’égalité).

Corrigé. — Voici I’énoncé :

Inégalité triangulaire. — Si (z,w) € C?, alors |z + w| < |2| + |w| avec égalité si et seulement
si z et w sont sur une méme demi-droite issue de 0.

DEMONSTRATION. — Soient z et w deux nombres complexes. On a

lz+w)® = (z+w)(z +w) = 22+ 20 + 2w + ww = |2|> + 2Re(2w) + |w|?
<z 202+ ol = |2 + 20z [w] + [w]* = (|2] + |w])?

(car VZ € C,
Re(2) < |Z])

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat vu que |z + w| > 0 et |z| + |w| > 0.

Exercice 4. — Rappeler, en la démontrant, la factorisation de 1 — e si ¢t € R.

., . ; bt Lot it gt 2 .. it
Corrigé. —Sit € R, ona l— et =¢lze 'z —¢lzelzs = ez (e 'z —¢'z) =| —2isin(L)e’2 |
’ 2




Exercice 5. — Si n € N et 2 € R, calculer les sommes >, _ cos(kz) et >, _, sin(kz).

Corrigé. — Soient n € Net x € R. On a

i cos(kx) + i i sin(kz) = z": (cos(kz) + isin(kx)) = Z et = Z (e'*)F
k=0 k=0 k=0

Distinguons deux cas.
PREMIER CAS : e'¥ =1 c’est-a-dire = 0 mod 27. On a alors

Zcos (kx) —I-ZZSID (kx) :zn: n—|—1,

k=0 GR

€R €R

donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

Zcos(kac) =n+1| et Zsin(kx) =0
k=0

SECOND CAS : e # 1 c’est-a-dire x Z 0 mod 27. On reconnait une somme géométrique de raison # 1
et on utilise la formule de I’exercice précédent :

n n i . ntl
) . 1— etz 2t T gin(2tl ) in,p sin(2Ha)
Z cos(ke) +1 E sinke) = % = “2icis sin(%) < sin(%)
€R €R
sin(2Hz) sin(24- )
= cos(§x) sin(2) +isin(Gx) W .
€R €R
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient
sin(24+- x) sin(2H )
cos(kx) = cos(Z2x) ——=——=| et sin(kz) = sin(%2) ——2-—=
Z 2 sin(5) Z sin(5)
Exercice 6. — Résoudre 22 = 16i. On donnera les solutions sous forme algébrique.

Corrigé. — On a 22 = 16i <= 22 = 16¢'3 = (4e7)? = 2 = +4e'd = |£2V/2 (1 +1) |

Exercice 7. — Résoudre 22 — 2iz + 3 = 0. On donnera les solutions sous forme algébrique.
Corrigé. — On est en présence d’une équation du second degré a coefficients complexes az? 4+ bz +c¢ =0
avec a = 1, b = —2i et ¢ = 3. Son discriminant est A = b? — 4ac = (=2i)? —4-3 = -4 — 12 = —16 qui
est non nul, donc I’équation admet deux racines complexes distinctes z; = §+5 et 29 3;5 oud eC
vérifie 62 = A = —16. On prend par exemple § = 44. Les deux solutions de ’équation sont donc
—b+46 —(—20)+4 —b—0 —(—2i)— 4

1T 0 2 27 0 2

Exercice 8. — Résoudre 22 = 2 + 4i. On donnera les solutions sous forme algébrigue.

Corrigé. — On pose z = x + 1y avec x et y réels. On a
22 =2+4i
2> = |2 + 4i]

(v +iy)? =2+4i
2?4y = VEF 2 = V20 =25

229044 — {



=y 2y = 2 +i 4
—_— O~ O~ =~

€R €R €R €R
a? +y* =2v5
22—y =2 (égalité des parties réelles)
2zy =4 (égalité des parties imaginaires)
.%'2 + y2 — 2\/5

2 = 2+3\/5 =1+ \/5

yz _ 72+22\/5 — 145

Ty =2

z=+V1+V5

y=+v-1+5

z et y de méme signe

t=vV1+Vbet y=vV-1+Vb

ou

r=—/1+5 et y=-— —14++5

z:i(\/1+\/5+i\/—1+\/5>







Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°6
Mardi 11 octobre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la description de U,,. Préciser Uy, Us et Us.

Exercice 2. — Donner la traduction de I'orthogonalité en terme d’un quotient de nombres complexes.
Exercice 3. — Donner la traduction de 'alignement en terme de quotient de complexes

Exercice 4. — Calculer €™ 7" +e™ 7" 4+ 7 +e 7 4e 7 +e 7.




Exercice 5. — Résoudre e = 1 + i/3.

Exercice 6. — Résoudre 26 = —1. On donnera les solutions sous forme algébrique.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°6
Mardi 11 octobre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la description de U,,. Préciser Uy, Us et Us.

Corrigé. — VnEN*,Un:{l,eQT,...,e }
(U = {&1, i}, \IUS = {1,5,52} \ ol j = %" et \UG = {£1, 4, +52} \

2i(n—1)7
n

Exercice 2. — Donner la traduction de I'orthogonalité en terme d’un quotient de nombres complexes.

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives z, a et b. Si M est distinct de A et B, alors

_— = —b —b
(AM) L (BM) <= (AM,BM)=" modr < arg> =2 modn = |2 ciR
2 z—a 2 z—a
Exercice 3. — Donner la traduction de 'alignement en terme de quotient de complexes

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives zps, z4 et zg. Si M est distinct de A et B,
alors

réel

—_— M — 2 M — 2
M, A et B alignés <= (AM,BM)=0 modn < arg<MB):O mod 7« | M "B
ZM — ZA ZM — RA
Exercice 4. — Calculer e 7" + ¢ 7" + ™7 + e~ %" 17 L7 .

44im 46 76im 62im 34 12im 2im

s i _ ST 4im 6im 8im 1047 1247w
Corrigé. — Onae 7 +e 7 +e 7 +e 7 +e7 +e 7 =e7 +e7 +er +e7 fe 7 te 7 :
car la somme des racines 7-iémes de 'unité vaut 0.

Exercice 5. — Résoudre e = 1 + i/3.

Corrigé. — On a 1+ iv/3 = 2e'5 = e™2+'5 donc

e? =14iV3 = ef = M2TiF — ‘EII{JEZ, z=In2+4i% + 2ikm

Exercice 6. — Résoudre 26 = —1. On donnera les solutions sous forme algébrique.

Corrigé. — On a

6
S=-1=4 = ('z> =1
VA
27T

= ZeUs={%1, 45,42} onj=e%
1

> 2z € {4, +ij, +ij*}

= =5 o [rm s

i)| ou z:i(?—

(SIS
N[ =
.
=







Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°7
Mardi 18 octobre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Définition d’une bijection.
Exercice 2. — Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection.
Exercice 3. — Donner la traduction de I'orthogonalité en terme d’un quotient de nombres complexes.

Exercice 4. — Donner la traduction de ’alignement en terme de quotient de complexes



Exercice 5. — Expliquer bri¢vement le principe du calcul d’une primitive de f:x — e** cos(bx).

Exercice 6. — Définition géométrique d’une translation plane.

Exercice 7. — Définition géométrique d’'une homothétie plane.

Exercice 8. — Définition géométrique d’une rotation plane.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°7
Mardi 18 octobre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Définition d’une bijection.
Corrigé. —
Définition d’une bijection. — Soient E et F' deux ensembles, f: EF — F une application,

X une partie de E' et Y une partie de F. On dit que f établit une bijection de X sur Y si

YyeY, xeX, y=f(z).

Exercice 2. — Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection.

Corrigé. —

Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection. — Soient X et Y deux
ensembles et f: X — Y une bijection. Si y € Y, il existe un unique = € X tel que y = f(x)
et on pose g(y) = z. L’application g:Y — X ainsi définie est une bijection qui s’appelle la
réciproque de f et se note f1.

Exercice 3. — Donner la traduction de 'orthogonalité en terme d’un quotient de nombres complexes.

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives z, a et b. Si M est distinct de A et B, alors

z—0b

zZ—a

z—0b

zZ—a

ciR

(AM) L (BM) < (AM,BM) =2 modr arg(

)E;T mod 7 <—

Exercice 4. — Donner la traduction de 'alignement en terme de quotient de complexes

Corrigé. — Soient M, A et B trois points d’affixes respectives zps, z4 et zg. Si M est distinct de A et B,
alors

M, A et B alignés < (W,B—]\Zf) =0 modn <— arg(zM_ZB> =0 modr « | M "B R
ZM — ZA M — RA
Exercice 5. — Expliquer bri¢vement le principe du calcul d’une primitive de f:x — €** cos(bx).
Corrigé. — On écrit que f est la partie réelle de x — e%e®® = (@) dont une primitive est
Exercice 6. — Définition géométrique d’une translation plane.
Corrigé. —

Définition géométrique d’une translation plane. — Soit ¥ un vecteur du plan. On appelle
translation de vecteur U est I'application du plan dans lui-méme qui a un point M associe ['unique

—_—
point M’ tel que MM’ = 7.

Exercice 7. — Définition géométrique d’une homothétie plane.
Corrigé. —
Définition géométrique d’une homothétie plane. — Soient A € R et O un point du plan.

On appelle homothétie de centre O et de rapport A I'application du plan dans lui-méme qui & un
point M associe I'unique point M’ tel que OM' = A\OM.

Exercice 8. — Définition géométrique d’une rotation plane.
Corrigé. —
Définition géométrique d’une rotation plane. — Soient § € R et O un point du plan. On

appelle rotation de centre O et d’angle 6 'application du plan dans lui-méme qui :
1°) laisse O fixe

——
2°) & M # O associe 'unique point M’ tel que OM = OM’ et (OM,0OM’) = 6 mod 2.







Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°8
Mardi 8 novembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de x — arccosz. y

31

91

14

1 1 1 1 1 1 T
-3 =2 -1 0 1 2 3

14

_9 1

_31

Exercice 2. — Théoréme fondamental de ’analyse.
Exercice 3. — Définition d’une bijection.

Exercice 4. — Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection.



Exercice 5. — Théoreme de la bijection.

Exercice 6. — Théoreme de dérivabilité d’une réciproque.

Exercice 7. — Calculer arctan% en fonction de arctan x.



PTSI de Nevers

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 8
Mardi 8 novembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de x — arccos z. y

31

14

1 1 1 ! 1 1 z
=3 =2 =10 1 2 3

14

_9 1

34

Exercice 2. — Théoreme fondamental de I'analyse.
Corrigé. —

Théoréme fondamental de 1’analyse. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — K =R

ou C une fonction et xg € I. Si f est continue sur I, alors F':z — f;o f(t)dt est dérivable sur
Tet F/'=Ff.

Exercice 3. — Définition d’une bijection.

Corrigé. —

Définition d’une bijection. — Soient E et F' deux ensembles, f: E — F une application,
X une partie de £ et Y une partie de F. On dit que f établit une bijection de X sur Y si

YyeY, FxeX, y=f(z).

Exercice 4. — Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection.

Corrigé. —

Définition-proposition définissant la réciproque d’une bijection. — Soient X et Y deux
ensembles et f: X — Y une bijection. Si y € Y, il existe un unique =z € X tel que y = f(z)
et on pose g(y) = z. L’application g:Y — X ainsi définie est une bijection qui s’appelle la
réciproque de f et se note f~1.

Exercice 5. — Théoreme de la bijection.
Corrigé. —
Théoréme de la bijection. — Soient I et J deux intervalles non triviaux de Ret f: I — R

une fonction. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors elle établit une bijection de
I sur son image J = f(I) et f~! est continue sur J.

2016-2017




Exercice 6. — Théoreme de dérivabilité d’une réciproque.

Corrigé. —

Théoréme de dérivabilité d’une réciproque. — Soient I et J deux intervalles non triviaux
de R et f:I — R une application. Si

1°) le théoréme de la bijection montre que f établit une bijection de I sur J;

2°) f est dérivable sur I,
alors f~1 est dérivable sur J privé des points f(z) ott & € I est tel que f’(z) = 0. De plus, en un
point y € J ou f~! est dérivable, on a

1
() =
f1(f~1(y))
Exercice 7. — Calculer arctan% en fonction de arctan x.
Corrigé. — On a

T siz>0

Vo € R*, arctan i +arctanz = 2 ST e

-5 siz< 0.

En effet, si z € R*, posons f(z) = arctan L + arctan z.

1°)

2°)

3°)

PREMIERE ETAPE : dérivabilité. — La fonction x — = etant derlvable sur R* et la fonction arctan
étant dérivable sur R, par composition, la fonction a: — arctan est dérivable sur R*. Puisque
x — arctan x est dérivable sur R, par somme, f est dérivable sur R*.

DEUXIEME ETAPE : calcul de la dérivée. — On a
* I 112 1 1 1
Vo € R¥, f(x)— T =— + =0.

+ ()2 1—|—ac2 1422 1422

TROISIEME ETAPE : calcul de la fonction. — La dérivée de f est nulle sur R*. Or une fonction
dérivable a dérivée nulle sur un intervalle est constante sur cet intervalle, donc f est constante sur
chaque intervalle composant son domaine de définition. Il existe donc deux constantes c¢; et co dans
R telles que

Vr e RY, arctan% + arctanx = ¢

Vr € R*, arctan% + arctanx = c3

En prenant la valeur en 1, on obtient ¢; = 7 + 7 = 7 et en prenant la valeur en —1, on obtient

s
Cy = —3-



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°9
Mardi 15 novembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de x —— arcsin z.

Exercice 2. — Théoréme fondamental de ’analyse.

Exercice 3. — Théoréme de résolution de y' = a(t)y + b(t).



Exercice 4. — Théoréme de changement de variable pour les fonctions continues sur un segment.

1/3

8
dx
Exercice 5. — Calculer / en faisant le changement de variable t = x/°.

1/817+JC1/3



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°9
Mardi 15 novembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Tracé de x — arcsinz. Y

31

91

14

1 1 1 1 1 } x
-3 =2 -1 1 2 3

141

91

_31

Exercice 2. — Théoreme fondamental de I'analyse.
Corrigé. —

Théoréme fondamental de ’analyse. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — K =R

ou C une fonction et xg € I. Si f est continue sur I, alors F: 2 — f;o f(t) dt est dérivable sur
Tet F/'=Ff.

Exercice 3. — Théoréme de résolution de 3y’ = a(t)y + b(t).

Corrigé. —

Théoréme de résolution de y’ = a(t)y + b(t). — Soient I un intervalle non trivial de R,
a,b: I — K =R ou C deux applications continues. Si on note A une primitive de a sur I et si
Ypart €st une solution particuliére de équation complete y' = a(t)y + b(t), alors Pensemble des
solutions sur I & valeurs dans K de y' = a(t)y + b(t) est {t —> Ae® + 9.0 (t) | A € K}

Exercice 4. — Théoréme de changement de variable pour les fonctions continues sur un segment.

Corrigé. —

Théoréme de changement de variable pour les fonctions continues sur un segment.
— Soient I et J deux intervalles non triviaux de Ret f: I — K=Rou Cet ¢:J — R deux
fonctions. Si :

1°) la fonction f est continue sur [ ;

2°) la fonction ¢ est & valeurs dans I ;

3°) la fonction ¢ est C*! sur J,
alors, pour tous a et 8 dans J,

©(B) B
/ f(z)dz = / Flo(t)!(8) dt.
o(a) a




8
_dx 1/3

Exercice 5. — Calculer / /3 en faisant le changement de variable t = x*/°.

1/8$+$

8
dz 1/3

Corrigé. — Effectuons dans / le changement de variable t = x!/3 c’est-a-dire z = ¢3. On

1/ © +xl/3
utilise pour cela le théoreme cité précédemment.
Prenons I = [%;8], J = [%;2], f:I — R z+— m%/g et p:J — R, t —> 3. Vérifions les

hypotheses du théoreme :

1°) f est continue sur I comme inverse d’une somme de fonctions puissances sur un intervalle contenu

dans R ;

2°)  est a valeurs dans I car si % <t <2, alors % < 3 < 8 vu la fonction cube est croissante sur R ;

3°) ¢ est C* sur J (polyndme) et on a Vt € J, ¢/ (t) = 3t2.
Appliquons la formule avec v = 3 € J (donc ¢(a) = §) et B =2 € J (donc ¢(B) = 8) :

2 2

/8 dr /2 L 32 3/2 L ar=3|ima+e) 5 5 -l
- = = [ = —In = — nhH—1In-— = n
18 © +xl/3 12 3+t 12 1+ 12 2 4

1/2 1/2

\}



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°10
Mardi 22 novembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 30 min

Exercice 1. — Remplir le tableau suivant.

Equation différentielle Equation caractéristique Forme d’une solution particuliére

y —xy = ze®

y/ + 3y — e—3;E

y/+3y — 633;

y/ + 3y — 6—337 + eSm

y' +y=cosz
Y —y = ze®
y'—y=x

Exercice 2. — Résoudre sur ]0; 3 [, 2y’ +y = tan?x.






Exercice 3. — Résoudre 9y” — 12y’ + 4y = €”.






PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 10
Mardi 22 novembre 2016

durée : 30 min

Exercice 1. — Remplir le tableau suivant.
Equation différentielle Equation caractéristique Forme d’une solution particuliére
oy — ze® sans objet sans objet
y v= (coefficients non constants) (variation de la constante)
/ 3 _ x — Bre 3%
Yy +3y=e r+3=0 ol BER
, 3w _ x — Be3®
Yy +3y=e r+3=0 ol BER
Yy +3y=e3" 43 r+3=0 somme des deux précédents
1 o 9 _ x+—— Cxcosz + Dxsinzx
Yy +y=-cosx r“4+1=0 oll (C, D) € R?
v o 4 _ x> (A2% + Bx + C)e”
yroy=we rol=0 ol (4, B,C) € R3
Yy —y==x r2—1=0 T —x
Exercice 2. — Résoudre sur ]0; Z[, 2y’ +y = tan?x.

Corrigé. — PREMIERE ETAPE : identification du type d’équation. — Puisque x est non nul (il appartient
2

a I =1]0;7%]), I'équation se récrit sous la forme 3’ = —1y+ B2 Elle est du type v = a(x)y + b(x)

avec a: ] — R, x — —% et b: I — R, z+—> t‘mT‘” continues (fonction inverse et quotient du carré

de tangente par un polynéme ne s’annulant jamais avec I C R\ (§ 4 7Z)). Par suite, toute solution de
I’équation compléte est somme de la solution générale de 1’équation homogene et d’une solution particuliere.

DEUXIEME ETAPE : résolution de [’équation homogéne y' = f%y. — L’équation étant du type y' = a(x)y,
I’ensemble des solutions est {x — X\eA(®) | A € R} ot A est une primitive de a sur I. Une primitive de a
est A:x —— —Inx donc ’ensemble des solutions de 1’équation homogene est

{z— e " | NeR}}={z+— 2 | N eR}

TROISIEME ETAPE : détermination d’une solution particuliére. — On utilise la méthode de variation de la
constante en cherchant une solution particuliere sous la forme 1 : x — A(z)e® ott X\: T — R est C.
On a:

¢ solution <= Vz €I, ¢'(x) = a(x)Ypart(x) + b(z)



= Vrel, N@)e@ 4 \2)a(x)e?™@ = \z)a(z)e?™ + b(z)
— Vzel, N@)er™ =bz)

1

— Vzel, N@x)-=—m-"
T

<~ Vzel, N(z)=tan’z

A(z) _ tanz—2z

On peut donc prendre A:xz — tanx —  c’est-a-dire ¢ : x — (tanx — x)e =

CONCLUSION. — D’apres le théoréme cité précédemment, I’ensemble des solutions sur I a valeurs réelles
54 : /1 tan® x
de I'équation y' = — 2y + 27— est donc

{z — 2ftanz_z | \ c R}

Exercice 3. — Résoudre 9y" — 12y’ + 4y = e”.
Corrigé. —

PREMIERE ETAPE : identification du type d’équation. — L’équation est de la forme ay” + by’ + cy = d(x)
oua=9,b=-12, c=4et d:x+— €. Puisque a, b et ¢ sont constants réels et que d est continue sur R
(fonction exponentielle), toute solution est somme d’une solution particuliere et de la solution générale de
I’équation homogene.

DEUXIEME ETAPE : résolution de I’équation homogéne. — L’équation étant & coefficients constants, on
forme I'équation caractéristique 9r% —12r+4 = 0. Le discriminant est A = (—12)2—4x4x9 = 144—144 =0
donc la solution réelle double est rg = % = % L’ensemble des solutions de I’équation homogene est donc

{z— (\x + W)™ | (A ) € B} = fo — O + p)ed” | (A, 1) € R}

TROISIEME ETAPE : recherche d’une solution particuliére de l’équation compléte. — On cherche une
solution particuliere sous la forme ¢ : 2 — Be® ot B € R. La fonction ¢ est C? sur R avec ¢ : & — Be®
et "’ :x — Be® donc

@ solution <= Vz € R, 9¢"(z) — 12¢'(z) + 4p(x) = €”
< Ve eR, (9—12+4)Be” =¢"
<~ VreR, Be"=¢"
<= B =1 (car une exponentielle ne s’annule jamais)
Une solution particuliere est donc la fonction z — e*.

QUATRIEME ETAPE : résolution de l’équation compléte. — D’aprés le théoréme cité précédemment,
I’ensemble des solutions de I’équation complete est

{w— e+ Az +p)ed” | (A p) € R?}




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°11
Mardi 29 novembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition de (Z) lorsque n et k sont deux entiers.

Exercice 2. — Calculer (152).

Exercice 3. — Calculer ”z‘_*‘:l <2lk — %12) et T:r[l 2k2_]|; 2.

Exercice 4. — Donner les formules pour : une somme arithmétique, une somme géométrique, (a + b)™

et a™ — b™.



Exercice 5. — Calculer Z (i —27).

1<ij<n

) ) - nn+1)(2n+1)
E 6. — Calcul e 1 k2 = )
Xercice alculer Z 1 n rappetie que kz 6

1<i<j<n =1

n

Exercice 7. — Calculer Z
k=0

1
(4k + 1)(4k +5)



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N°11
Mardi 29 novembre 2016

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition de (2) lorsque n et k sont deux entiers.
Corrigé. — Soit n € N. Si0 < k < my___n t si ko ") =0
orrigé. — Soit n € N. Si 0 < k < n, on pose f —m et si kK > n, on pose p) =0t
Exercice 2. — Calculer (152).
Corrigé. — On a () = 22 = 12XLxX10xx8 — 12 5011 x 0 x9x 8 =2x11x2x9x2=11x9x8=
11 x 72 =[792].
n+1 n+1
1 1 2k + 2
Exercice 3. — Calculer Z (% — 2k+2> et H 22; .
k=2 k=2
n+1 n+1
1 1 1 1 2k 2
Corrigé. —Sin > 1,0n a ; (k T 2) =177 % 1 (somme télescopique) et H —|—
2 4 2
n: = n—2|— (produit télescopique).
Exercice 4. — Donner les formules pour : une somme arithmétique, une somme géométrique, (a + b)™
et a” — b".
Corrigé. — On a

(somme des termes extrémes) X (nombre de termes)

somme arithmétique =

2
1— I.aisonnoml:-re de termes
. (premier terme) x - si raison # 1,
somme géométrique = 1 — raison
(premier terme) X (nombre de termes) si raison = 1.

VneN, Y(a,b)€C? (a+b)" =) (Z) akpn=F
k=0

n—1
Vn € N*’ V(a,b) c (CQ’ a® —p" = (a _ b) Z akbn—l—k

Exercice 5. — Calculer Z (i — 2j).

1<ij<n
Corrigé. —Sin > 1, on a
> =3 Y- =Y i Y= () (X1) + (1) (X4)
1<i,5<n i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
2
:nn(nJrl) _2nn(n+1) _|_n (n+1)
2 2 2

nn+1)2n+1) '

Exercice 6. — Calculer Z i. On rappelle que Z k% = 5

1<i<j<n k=1




Corrigé. —Sin >1,on a

>

1<i<j<n

Exercice 7. — Calculer Z
k

Corrigé. — Sin > 0, on a, si on pose ax =

Z (4k+1 4k:+5 Z:4

0

1<i<j<n i=1 j=i

iz’(n—i—i—l

(n+1) 22—222 (n+1)

nn+1) nn+1)(2n+1)

P 2 6
n(n+1) 3n+1)—(2n+1) nn+1)(2n+4) _ n(n+ 1)(n + 2)
6 6 6
" 1
— (4k +1)(4k +5)°
ﬁpourkzO,
(4k +5) — (4k+1)712": 11 N 1
(4k + 1)(4k + 5) _4k:1 dk+1 4k+5) 4

1

4

<1

1
4dn 4+ 5

)

(ar — ap+41)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°12
Mardi 6 décembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite bornée. Préciser la négation.
Exercice 2. — Calculer (143).
Exercice 3. — Calculer Til (2/{1—1 — 2k1—|—1> et ﬁ 327_:
k=1 k=1
Exercice 4. — Soient a et b deux réels (avec a # 0). Soit (uy,)nen une suite vérifiant Vn € N, up4q =

au, + b. Expliquer la méthode pour étudier la suite (uy,)nen-



Exercice 5. — Définition de la borne supérieure.

Exercice 6. — Théoreme de la borne supérieure.

Exercice 7. — Définition d’une valeur approchée par défaut a 10~"™ pres.

Exercice 8. — On donne a = €™ ~ 6635623,999341134233266264067 et = 6635624. Trouver le plus
grand n tel que a soit une valeur approchée de x a 10" pres et préciser si elle est par défaut ou par exces.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 12
Mardi 6 décembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une suite bornée. Préciser la négation.
Corrigé. —
Définition d’une suite bornée. — On dit qu’une suite réelle (u,),en est bornée s’il existe

K >0 tel que Vn € N, |u,| < K.

La négation est : |[VK € Ry, In €N, |u,| > K

Exercice 2. — Calculer (143).
Corrigé. — On a (1) = 13 = 1321110 — 93 5 125011 x 10 =13 x 11 x5 =143 x 5 =[715]
n+1 n+1
1 1 2k — 1
Exercice 3. — Calculer Z (%_1 — 2]{—}—1) et H m
k=1 k=1
Corrigé. — On pose, si k > 1, ax = %%1 SineN,ona
n+1 1 1 n+1 1
]; (%1 — 2k+1> = ]; (ap —apy1) = a1 — apyo =|1— 13 (somme télescopique)
n+1 n+1
2k —1 1
H — = H e _ 4 (produit télescopique)
pier 2k +1 oy Gkt An+2 2n+3
Exercice 4. — Soient a et b deux réels (avec a # 0). Soit (uy,)nen une suite vérifiant Vn € N, w11 =

au, + b. Expliquer la méthode pour étudier la suite (uy,)nen-
Corrigé. —
1°) Identification du type d’équation : une suite solution est arithmético-géométrique.

2°) Résolution de I’équation homogéne : les suites solution de 1’équation homogene associée sont les
suites géométriques de raison a.

3°) Recherche d’une solution particuliére : on cherche une solution particuliére constante.

4°) Conclusion : toute solution est somme de la solution générale de 1’équation homogene et d’une
solution particuliere.

Exercice 5. — Définition de la borne supérieure.
Corrigé. —
Définition de la borne supérieure. — Soit X une partie de R. On appelle borne supérieure

de X et on note sup X le plus petit, s’il existe, des majorants de X.

Exercice 6. — Théoreme de la borne supérieure.

Corrigé. —
Théoréme de la borne supérieure. — Toute partie non vide majorée de R admet une borne
supérieure.

Exercice 7. — Définition d’une valeur approchée par défaut a 10™" pres.

Corrigé. —
Définition d’une valeur approchée par défaut a 10~ prés. — Soient x € R, a € R et

n € N*. On dit que a est une valeur approchée par défaut de x & 107" préssia <z < a+ 107",

Exercice 8. — On donne a = €™ ~ 6635623,999341134233266264067 et = = 6635624. Trouver le plus
grand n tel que a soit une valeur approchée de x a 10" pres et préciser si elle est par défaut ou par exces.

Corrigé. — On a a < x < a + 1073 donc | a est une valeur approchée par défaut de = & 1072 preés|. La
précision de 1073 est optimale car a + 10™% ~ 6635623,999441134233266264067 < x.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°13
Jeudi 8 décembre 2016

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (uy,)nen une suite réelle. Donner la définition de u, e f{eR.

Exercice 2. — Que dire d’une suite réelle de limite < 07

Exercice 3. — Définition de deux suites adjacentes.

Exercice 4. — Donner le théoréeme de convergence des suites adjacentes en précisant ’encadrement de

la limite.



Exercice 5. — Donner une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu’une suite converge.

Exercice 6. — Donner une condition suffisante (mais non nécessaire) pour qu’une suite converge.

Exercice 7. — Enoncer le théoréeme de la limite monotone dans le cas croissant. Démontrer le cas majoré.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 13
Jeudi 8 décembre 2016

durée : 15 min

Exercice 1. — Soit (un)nen une suite réelle. Donner la définition de u, 52 (€ R.

Corm'gé.—’Vs>O, dNeN, Vn>N, |un—€|§5‘

Exercice 2. — Que dire d’une suite réelle de limite < 07

Corrigé. —

Une suite de nombres réels convergeant vers un nombre réel strictement positif est majorée, a
partir d’un certain rang, par un nombre réel strictement négatif.

Exercice 3. — Définition de deux suites adjacentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites adjacentes. — On dit que deux suites réelles sont adjacentes si

1°) T'une est croissante;
2°) Dautre est décroissante ;
3°) leur différence tend vers 0.

Exercice 4. — Donner le théoréme de convergence des suites adjacentes en précisant I’encadrement de
la limite.
Corrigé. —

Théoréme de convergence des suites adjacentes. — Soient (uy, )nen et (v, )nen deux suites

réelles. Si (up)nen et (vn)nen sont adjacentes, alors elles convergent vers une méme limite ¢ € R.
De plus, si (un)nen est croissante et (vy)nen est décroissante, alors V(p, q) € N2 u, < £ < v,.

Exercice 5. — Donner une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu’une suite converge.

Corrigé. — ’ Une suite convergente est bornée ‘

Autre possibilité : une suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Exercice 6. — Donner une condition suffisante (mais non nécessaire) pour qu’une suite converge.
Corrigé. — ’ Une suite réelle décroissante minorée converge ‘
Remarque. — On pouvait aussi citer le cas croissant majoré du théoréme de la limite monotone ou le

théoreme des suites adjacentes. Par contre, le théoréme des gendarmes ne répond pas a la question car
toute suite convergente est encadrée par elle-méme donc c’est aussi une condition nécessaire.

Exercice 7. — Enoncer le théoreme de la limite monotone dans le cas croissant. Démontrer le cas majoré.

Corrigé. —

Théoréme de la limite monotone (cas croissant). —
(i) Toute suite réelle croissante majorée converge dans R vers sa borne supérieure.

(it) Toute suite croissante non majorée tend vers -+oo.

Démonstration du cas croissant majoré. — L’ensemble {u, | n € N} est un ensemble non vide (car il
contient ug) et majoré (car la suite (u,)nen est majorée par hypotheése) donc, d’apres le théoréme de la
borne supérieure, ¢ = sup,,cy tn = sup {u, | n € N} existe. Par définition, on a Vn € N, u,, < ¢.

Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure comme plus petit majorant, { —e n’est pas un majorant
de (un)nen et done, en particulier, il existe N tel que uy > ¢ — e. Puisque la suite (uy,)nen est croissante,
on a donc

Vn>N, {—ec<uny <u,
Or la suite (uy)nen est majorée par sa borne supérieure ¢ donc

Yn>N, L—ec<u,<{l<l+e etdonc |u,—/¢ <e.



Nom :
Prénom :
INTERROGATION DE COURS N° 14
Mardi 3 janvier 2017
Répondre sur la feuille ; durée : 15 min
Exercice 1. — Croissances comparées de base pour les suites.
Exercice 2. — Définition de la négligeabilité.
Exercice 3. — Définition d’une suite dominée par une autre.

Exercice 4. — Définition de deux suites équivalentes.

PTSI de Nevers
2016-2017



Exercice 5. — Donner un équivalent de In(n — Inn) lorsque n — +oo0.

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant. On justifiera rapidement le caractére non échelonné ou non
réduit.
Matrice échelonnée 7 réduite 7 systéme homogene associé

10 2 3

0 0 4 5

01 6 7

1 2 3

01 4 5

0 6 7

1 0 0 2

0 0 0O

0 0 1 3

1 0 0 2

00 1 3

0 0 0 O

Exercice 7. — Enoncer le théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 14
Mardi 3 janvier 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Croissances comparées de base pour les suites.
Corrigé. —
Croissances comparées de base pour les suites. — Les quatre croissances comparées de
base sont
n
— — 400
n! n—+oo
n!
Vg>1, — — 4o
q" n—+oo
qn
Vg>1, Va>0, — — 4o
n% n—-+oo
nOé
Va>0, V6>0, — — 4+
Inf n n—too

Exercice 2. — Définition de la négligeabilité.
Corrigé. —
Définition de la négligeabilité. — Soient (uy,),en une suite réelle et (o, )nen une suite réelle

ne s’annulant pas a partir d’un certain rang. On dit que (uy)nen est négligeadle devant (o, )nen
et on écrit que u,, o(ay,) lorsque Y= — (.

n;,:Jroo Qan n—+400
Exercice 3. — Définition d’une suite dominée par une autre.
Corrigé. —
Définition d’une suite dominée par une autre. — Soient (u,)pen une suite réelle et

(an)nen une suite réelle ne s’annulant pas a partir d’un certain rang ng. On dit que (u,)nen est

L= . o S .,
dominée par (an)nen et on écrit que u, 00 O(ay,) lorsque la suite (Tn)nzno est bornée.

Exercice 4. — Définition de deux suites équivalentes.
Corrigé. —
Définition de deux suites équivalentes. — Soient (a,)nen €t (Bn)nen deux suites réelles

ne s’annulant pas a partir d’un certain rang. On dit que (o, )nen est équivalente & (3,) et on

écrit que ay, oo By lorsque % e 1.

Exercice 5. — Donner un équivalent de In(n — Inn) lorsque n — +o0.

Corrigé. — On a

In(n — lnn) _ In(n(1 — an)) _ Inn+In(1 — lnT”) 0. w o
Inn Inn Inn Inn n—+o0
——
7L—>_J1>‘OCO

donc In(n —1Inn) | o~ .



Exercice 6. — Remplir le tableau suivant. On justifiera rapidement le caractére non échelonné ou non
réduit.
Matrice échelonnée 7 réduite ? systeme homogene associé
1 0 2 3 21+ 223+ 314 =0
0 4 5 non non 4x3 +5x4 =0
(coefficient nul au (non échelonnée)

0 1 6 7 dessus du 1 de Cy) To _|_ 61,3 _|_ 7x4 — O

1 0 2 3 T+ 223 +3x4 =0

01 4 5 oui ( nog ) To + 4x3 + 5xy =0

pivot # 1
00 6 7 6x3+ T4 =0
1 0 0 2
1+ 224 =0

00 00 non non ! *

00 1 3 (ligllilg;nx;uilll:na:a;xlrlllte)une (non échelonnée) T3+ 3xs =0

1 0 0 2

1+ 224 =0

00 1 3 oui oui ! *

00 0 0 I3 + 3554 =0
Exercice 7. — Enoncer le théoréme de structure de 'ensemble des solutions d’un systéme linéaire.
Corrigé. —

Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire. — Toute

solution d’un systeme linéaire est somme de la solution générale du systeme homogene et d’une
solution particuliere.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°15
Mardi 10 janvier 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient n, p et g trois entiers > 1 et A € M,, ,(C) et B € M, ,(C). On pose C = AB.
Donner la formule pour ¢; ;.

Exercice 2. — Enoncer la formule du bindme pour les matrices.

Exercice 3. — Donner la définition d’une matrice nilpotente. En donner un exemple (non trivial).

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice inversible.



Exercice 5. — Donner les formules pour *(AA + uB), {(AB) et t(‘A).

Exercice 6. — Soient A, B, P trois matrices carrées de méme taille avec P inversible. Si A = P~ 'BP,
calculer A™ en fonction de B™ lorsque n € N.

Exercice 7. — Donner la condition a laquelle (2 %) € M;(C) est inversible et donner I'inverse. Démontrer
ces affirmations.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 15
Mardi 10 janvier 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Soient n, p et ¢ trois entiers > 1 et A € M, ,(C) et B € M, ,(C). On pose C = AB.
Donner la formule pour c¢; ;.

p
Corrigé. —Sil1<i<netl<j<gq, alors|c ;= Zai,kbk,j
k=1

Exercice 2. — Enoncer la formule du bindme pour les matrices.

Corrigé. — Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille qui commutent, alors

n

VneN, (A+B)"=)_ (Z) Akpr—Fk
k=0

Exercice 3. — Donner la définition d’une matrice nilpotente. En donner un exemple (non trivial).

Corrigé. —

Définition d’une matrice nilpotente. — Soient n € N* et M € M, (C). On dit que M est
nilpotente s’il existe p € N tel que MP = 0.

Un exemple de matrice nilpotente est | ()

Exercice 4. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Corrigé. —
Définition de l’inversibilité d’une matrice. — Soient n > 1 et A € M,,(K) ot K =R ou

C. On dit que A est inversible s’il existe A’ € M,,(K) telle que AA' = A’A = I,.

Exercice 5. — Donner les formules pour *(AA + uB), {(AB) et t(‘A).

Corrigé. — Si A et B sont deux matrices (rectangulaires) de méme taille et A\, u deux scalaires, on a
"0+ puB) = A4+ 4B

Si A et B sont deux matrices (rectangulaires) telles que le nombre de colonnes de A soit le nombre de
lignes de B, alors |{(AB) ='B A

Si A est une matrice, | {("4) = A

Exercice 6. — Soient A, B, P trois matrices carrées de méme taille avec P inversible. Si A = P~ !BP,
calculer A™ en fonction de B™ lorsque n € N.

Corrigé. —Sin €N, ona A" = P\ BPP-\BPP~-'\BP...P~'BP =| P~'BP|

Exercice 7. — Donner la condition a laquelle (‘Cl g) € M>(C) est inversible et donner I'inverse. Démontrer
ces affirmations.

Corrigé. — Si (a,b,c,d) € C*, la matrice A = (‘; g) est inversible si et seulement si | ad — be # 0| et alors

A= (4 b))

ad—bc \ —c a
Démonstration. Si ad — bc # 0, on pose A’ = adibc ( _dc _ab) et on a (calcul direct) AA’ = I donc A
est inversible d’inverse A’.

Réciproquement, montrons que si ad — bc = 0, alors A n’est pas inversible. Posons B = (

d by,
Ona AB = (“dabc ado_bc) = 0. Raisonnons par ’absurde en supposant que A est inversible; on a alors
d'une part A7'AB = (A"'A)B = B et d’autre part A~'AB = A7}(AB) = 0 donc B = 0 c’est-a-dire
(_dc ’ab) =(99)donca=b=c=d=0donc A=0. Or la matrice nulle n’est pas inversible, d’oll une

absurdité.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 16
Mardi 17 janvier 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une injection. En préciser la négation.

Exercice 2. — Donner la définition d’une surjection. En préciser la négation.

Exercice 3. — Soient n, p et ¢ trois entiers > 1 et A € M, ,(C) et B € M, 4(C). On pose C = AB.
Donner la formule pour c¢; ;.

Exercice 4. — Enoncer la formule du bindme pour les matrices.



Exercice 5. — Donner la définition d’une matrice inversible.

Exercice 6. — Donner les différentes caractérisations de 'inversibilité vues en cours.

Exercice 7. — Donner la condition a laquelle (g g) € M5(C) est inversible et donner 'inverse.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 16
Mardi 17 janvier 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition d’une injection. En préciser la négation.

Corrigé. —

Définition de I’injectivité. — On dit qu’une application f: X — Y est injective lorsque

V(z,2') € X2, f(z)=f(a') = =2

Négation:’ﬂ(x,x/)€X2, x#£a et f(z)=f(z)

Exercice 2. — Donner la définition d’une surjection. En préciser la négation.
Corrigé. —
Définition de la surjectivité. — On dit qu’une application f: X — Y est surjective lorsque

VyeY, Jze X, y=f(x).

Négation : |Jy € Y, Vz € X, y;«éf(m)‘

Exercice 3. — Soient n, p et ¢ trois entiers > 1 et A € M,, ,(C) et B € M, ,(C). On pose C = AB.
Donner la formule pour ¢; ;.

P
Corrigé. —Sil1<i<netl<j<gq alors|c ;= Zai7kbk7j
k=1

Exercice 4. — Enoncer la formule du bindme pour les matrices.

Corrigé. — Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille qui commutent, alors

vneN, (A+B)r=Y" (”) Ak gr—Fk

k=0 k
Exercice 5. — Donner la définition d’une matrice inversible.
Corrigé. —
Définition de l’inversibilité d’une matrice. — Soient n > 1 et A € M,,(K) ot K =R ou

C. On dit que A est inversible s’il existe A" € M, (K) telle que AA’ = A’A=1,.

Exercice 6. — Donner les différentes caractérisations de 'inversibilité vues en cours.

Corrigé. —

Caractérisations de l’inversibilité. — Soient n > 1 et A € M,,(K) (ot K =R ou C). Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(7) A est inversible;

(it) A est équivalente par ligne a I, ;

(ii7) le systéme AX = 0 admet pour unique solution la solution nulle;

(v) pour tout B € M, 1(K), le systeme AX = B admet au moins une solution ;
(vi) il existe D € M, (K) telle que AD = I, ;

(vig) il existe G € M, (K) telle que GA = I,,.
Si tel est le cas, alors D = G = A~ 1.

)
)
(4v) pour tout B € M, 1(K), le systeme AX = B admet une unique solution ;
)
)




Exercice 7. — Donner la condition a laquelle (‘c‘ g) € M5(C) est inversible et donner 'inverse.

Corrigé. — Si (a,b,c,d) € C*, la matrice A = (‘; g) est inversible si et seulement si | ad — be # 0 | et alors

Ailz 1 (d—b).

ad—bc\ —c a




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°17
Mardi 24 janvier 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Rappeler la définition de F(X,Y’) et son cardinal sous des hypothéses convenables.

Exercice 2. — Rappeler la définition de P(X) et son cardinal sous des hypothéses convenables.

Exercice 3. — Donner la démonstration combinatoire de la formule de Pascal.



Exercice 4. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de GNOGNOTTE ?

Exercice 5. — On tire successivement avec remise 6 boules dans une urne contenant dix boules numérotées
de 1 a 10.

a. Combien y a-t-il de tirage contenant au moins une boule paire ?

b. Combien y a-t-il de tirages contenant la boule 1 ou la boule 107



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 17
Mardi 24 janvier 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Rappeler la définition de F(X,Y") et son cardinal sous des hypothéses convenables.

Corrigé. — Si X et Y sont deux ensembles, F(X,Y") est ‘l’ensernble des fonctions de X dans Y |.
Si X et Y sont finis, alors F(X,Y) est fini et | |F(X,Y)| = |Y|IXI

Exercice 2. — Rappeler la définition de P(X) et son cardinal sous des hypothéses convenables.

Corrigé. — Si X est un ensemble, P(X) est ‘ I’ensemble des parties de X ‘
Si X est fini, alors P(X) est fini et | [P(X)| = 21XI

Exercice 3. — Donner la démonstration combinatoire de la formule de Pascal.

Corrigé. — Montrons que si 0 < p < n, on a (ZI}) = (Z) + (pil) . On calcule pour le nombre de fagons

de choisir p+ 1 objets parmi n + 1 de deux fagons différentes. La premiére facon est d’utiliser la définition :
ce nombre est (Zﬁ)
La deuxiéme fagon de compter consiste a distinguer, dans ces n + 1 objets, un objet par une marque.

Lorsqu’on choisit p + 1 objets, deux cas se produisent :

1°) soit il y a 'objet marqué parmi eux ; dans ce cas, les p autres objets sont choisis parmi les n restants,
ce qui fait (Z) choix en tout;

2°) soit il n’y a pas l'objet marqué parmi eux; les p + 1 objets sont donc choisis parmi les n objets
autres que celui marqué, ce qui fait (pil) choix possibles.

Ces deux cas étant disjoints, il y a (Z) + (pj_l) choix possibles donc (n+1) _ (n) i ( n )

p+1 P p+1
Exercice 4. — Combien peut-on former de mots (ayant un sens ou non) avec les lettres de GNOGNOTTE ?
Corrigé. — Pour former un tel mot, on place d’abord les deux G puis les deux N puis les deux O puis

les deux T et enfin le E. Le nombre de facons de placer les G est le nombre de fagons de choisir 2
positions parmi les 9 possibles soit (g) Le nombre de facons de placer les N est le nombre de fagons

7

de choisir 2 positions parmi les 7 restantes soit ( ) Le nombre de fagons de placer les O est le nombre

2
de fagons de choisir 2 positions parmi les 5 restantes soit (3) Le nombre de fagons de placer les T

est le nombre de fagons de choisir 2 positions parmi les 3 restantes soit (g) Une fois les G, N, O et
T placés, il ne reste plus qu'une seule place pour le E, donc 1 choix possible. En tout, il y a donc

) x () x Q) x(5) x1=28Tx65x43x2 — 9 x 7x3x5 ><4:possibilités.

Exercice 5. — On tire successivement avec remise 6 boules dans une urne contenant dix boules numérotées
de 1 a 10.

a. Combien y a-t-il de tirage contenant au moins une boule paire ?

b. Combien y a-t-il de tirages contenant la boule 1 ou la boule 107

Corrigé. —
a. Par complémentaire, c’est le nombre total de tirages (c’est-a-dire 10° car il s’agit de choisir un

6-uplet de I’ensemble {1,...,10}) auquel on retranche le nombre de 6-uplets d’éléments impairs
(c’est-a-dire 5° car il s’agit de choisir un 6-uplets de I’ensemble {1,3,5,7,9}). En tout, cela fait
105 — 55 = 1000000 — 15625 = tirages possibles.

b. Notons E l’ensemble des tirages, A ’ensemble des tirages contenant la boule 1 et B ceux contenant
la boule 10. On a |[AUB| = |E|—|AU B| = |E| — |[AN B| avec |E| = 106 (déja justifié), |[AN B| = 8°
(nombre de 6-uplets de {2,...,9}). Ainsi, le nombre de tirages recherchés est 10° — 8% = 1000000 —
262144 = tirages possibles.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 18
Lundi 30 janvier 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) —— +oo.

Exercice 2. — Donner la définition en € et § de la continuité en un point xg. Préciser la négation.

Exercice 3. — Donner le théoreme de convergence monotone pour une fonction décroissante sur un
intervalle ouvert.

Exercice 4. — Donner I’énoncé d’un théoréme concernant les extremums des fonctions continues.

Exercice 5. — Donner I’énoncé du théoreme des valeurs intermédiaires.



Exercice 6. — Soient a < b deux réels, yo € R, f une fonction continue sur [a;b] telle que f(a) <
yo < f(b). On note (an)nen et (bn)nen les suites de Palgorithme de dichotomie pour résoudre f(z) = yo.
Répondre aux questions suivantes dans l’ordre ; si une question n’est pas traitée, les suivantes ne le seront.

a. Dessiner graphiquement ag, ..., aq €t by, ..., bs.
b. Donner la définition de (an)nen et (bn)nen.

c. Démontrer que les deux suites sont adjacentes et ont une limite zg € [a;b]. On ne demande pas de
montrer que f(xo) = yo.

Y

YO [ o o o




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 18
Lundi 30 janvier 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition de f(z) —— +oo.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial dont —oco est une borne et f:I — R. On dit que f tend
vers +00 en —oo si

¥A>0, AB>0, ¥zel, 2<-B = f(z) > A|

Exercice 2. — Donner la définition en € et § de la continuité en un point xg. Préciser la négation.
Corrigé. —
Définition en € et § de la continuité en un point. — Soient [ un intervalle non trivial de

R, zg €I et f:1 — R. On dit que f est continue en xg si

Ve>0, 30>0, Veel, |z—x9 <0 = |f(x)— flzo)| <Le.

Négation :[3e >0, V6>0, wel, |z—ao| <3et|f(z) = f(zo) > el

Exercice 3. — Donner le théoreme de convergence monotone pour une fonction décroissante sur un
intervalle ouvert.

Corrigé. —

Théoréme de convergence monotone (cas décroissant). — Soient a < b deux éléments
éventuellement infinis et f:]a;b[ — R.
(i) Si f est décroissante et minorée sur Ja; b, alors f(x) — inf, e (7).
T
(#) Si f est décroissante et non minorée sur Ja;b|, alors f(z) — —o°
€T
(éi7) Si f est décroissante et majorée sur |a;b[, alors f(x) S SUDeasp| fx).
) la

(iv) Si f est décroissante et non majorée sur

;b[, alors f(x) T oo

Exercice 4. — Donner I’énoncé d’un théoréme concernant les extremums des fonctions continues.

Corrigé. — ‘Une fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 5. — Donner I’énoncé du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corrigé. —

Théoréme des valeurs intermédiaires. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R
une application, a et b deux points de I et yp € R. Si f est continue sur I et que yy est compris
entre f(a) et f(b), alors il existe xg compris entre a et b tel que f(xg) = yo.

Exercice 6. — Soient a < b deux réels, yo € R, f une fonction continue sur [a;b] telle que f(a) <
yo < f(b). On note (an)nen €t (bn)nen les suites de Palgorithme de dichotomie pour résoudre f(z) = yo.
Répondre aux questions suivantes dans l'ordre ; si une question n’est pas traitée, les suivantes ne le seront.

a. Dessiner graphiquement ag, ..., a4 et by, ..., by.
b. Donner la définition de (an)nen €t (bn)nen-

c. Démontrer que les deux suites sont adjacentes et ont une limite xg € [a;b]. On ne demande pas de
montrer que f(xo) = yo.



Yo

ag aq as by bs bo

Corrigé. —
a. Voir ci-dessus.
b. Les deux suites (ap)nen et (bn)nen sont définies par ag = a, by = b et, sin > 0,
n bn p— p— n b"L .

(%) > 1o, ONl POSE Upi1 = Ay €6 byyg = %,

Qn+by
2

. lorsque f

an+by
2

. lorsque f( ) < Yo, Ol POSE Gpy1 = et by41 = by.

c. Montrons que les suites (a,)nen €t (bn)nen sont adjacentes.

by, — an —>OOO‘Car

n—+
vneN, b o e s (250 > o
n+1 — Untl — .
/ by — Bfta si f(oatin) < gy
_ bn — Gn
2

Ceci montre que (b, — a,)nen est une suite géométrique de raison % donc

b—a

2" p—+too

0

bn_an:

(an)nen est croissante ‘ vu que

wnen 0 A 2
n » Antl — Gn = b b — b : b
an;" o, = & 2’1% — 2n+al si f(an'z'l‘ n) < Yo

>0 (cara<b)

(bn)nen est decrmssante vu que

an+b _ _bp—an _ b—a si f(an;b

VneN, bpii— SrT o T
’ si f(2nt?

<0 cara<b)

D’apres le théoreme de convergence des suites adjacentes, les suites (an)nen et (bn)nen convergent
vers une méme limite xy € R et, de plus, Vn € N, a, < xg < b, ; en particulier, pour n = 0, on
obtient a = ag < g < bg = b.



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N°19
Lundi 6 février 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du théoréeme des valeurs intermédiaires.

Exercice 2. — Soit f: D — R. Donner deux théorémes concernant les extremums de f sous des
hypotheéses convenables sur D et/ou f.

Exercice 3. — Donner I’énoncé du théoreme de Rolle.

Exercice 4. — Donner I’énoncé du théoréme des accroissements finis.



Exercice 5. — Donner I’énoncé de I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs réelles.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée. Quand utilise-t-on ce théoréme plutot
qu’étudier directement le taux d’accroissement ?

Exercice 7. — Caractériser les fonctions dérivables qui sont strictement décroissantes.

Exercice 8. — Enoncer le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 19
Lundi 6 février 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner I’énoncé du théoréme des valeurs intermédiaires.
Corrigé. —
Théoréme des valeurs intermédiaires. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: I — R

une application, a et b deux points de I et yo € R. Si f est continue sur I et que yo est compris
entre f(a) et f(b), alors il existe xy compris entre a et b tel que f(zg) = yo.

Exercice 2. — Soit f: D — R. Donner deux théorémes concernant les extremums de f sous des
hypotheéses convenables sur D et/ou f.

Corrigé. — ‘Une fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes. ‘

‘ Si une fonction dérivable atteint un extremum sur un intervalle ouvert, alors sa dérivée s’y annule. ‘

Exercice 3. — Donner ’énoncé du théoreme de Rolle.
Corrigé. —
Théoréme de Rolle. — Soient a et b deux réels tels que a < bet f:[a;b) — R. Si:

1°) f est continue sur [a ;b
2°) f est dérivable sur Ja;b]
3°) fla) = f(b)

alors il existe ¢ € |a; b[ tel que f’(c) = 0.

Exercice 4. — Donner 1’énoncé du théoreme des accroissements finis.

Corrigé. —
Théoréme des accroissements finis. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f:[a;
b — R. Si:

1°) f est continue sur [a ;b
2°) f est dérivable sur Ja;b]

alors il existe ¢ € ]a; [ tel que f/'(c) = w-

Exercice 5. — Donner I’énoncé de I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions & valeurs réelles.
Corrigé. —

Inégalité des accroissements finis. — Soient I un intervalle non trivial de R et f: 1 — R.

Si:

1°) f est dérivable sur I ;
2°) il existe M € Ry tel que |f'| < M sur I,
alors f est lipschitzienne de rapport M sur I.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée. Quand utilise-t-on ce théoréme plutot
qu’étudier directement le taux d’accroissement ?

Corrigé. —

Théoréme de la limite de la dérivée. — Soient I un intervalle non trivial, zg € I et
f:I—R.Si
1°) f est dérivable sur I\ {zo};
2°) f est continue sur I;
o / _
3°) f'(x) mjoﬁeRU{—i-oo, oo},

r#xT)
alors M sy
xr — xo Tr—rTo

TH£T(




On utilise ce théoréme lorsque le taux d’accroissement est | plus compliqué | & étudier que la dérivée ou

lorsqu’on veut montrer que la dérivée est continue.

Exercice 7. — Caractériser les fonctions dérivables qui sont strictement décroissantes.

Corrigé. —

Caractérisation des fonctions strictement décroissantes parmi les fonctions déri-
vables sur un intervalle. — Soient I un intervalle non trivial et f: I — R. Si f est dérivable
sur I, alors f est strictement décroissante sur I si et seulement si f' < 0 sur I et f’ n’est
identiquement nulle sur aucun sous-intervalle non trivial de I.

Exercice 8. — Enoncer le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.

Corrigé. —
Dérivabilité de la réciproque d’une bijection. — Soient I un intervalle non trivial et
f:I—R.Si

1°) le théoréme de la bijection montre que f établit une bijection de I sur Uintervalle J = f(I);
2°) f est dérivable sur I,
alors f~! est dérivable sur J privé des points f(x) ott x € I est tel que f'(x) # 0. De plus, si
f~! est dérivable en y € J, alors




Nom :
Prénom :
INTERROGATION DE COURS N°20
Lundi 13 février 2017
Répondre sur la feuille ; durée : 20 min
Exercice 1. — Donner I’énoncé du théoréme des accroissements finis.
Exercice 2. — Théoréme de convergence des sommes de Riemann.

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.

PTSI de Nevers
2016-2017



Exercice 4. — Formule de Leibniz.

Exercice 5. — Caractérisation de la nullité de I'intégrale d’une fonction continue de signe constant.

Exercice 6. — Donner les dérivées n-itmes de z +— z?¢ (ou d € N), z
T — 7.

_1 i
TaTp) L cosz, x> sinw,



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 20
Lundi 13 février 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner ’énoncé du théoréme des accroissements finis.

Corrigé. —
Théoréme des accroissements finis. — Soient a et b deux réels tels que a < b et f:[a;
b — R. Si:

1°) f est continue sur [a ;b
2°) f est dérivable sur Ja;b[
alors il existe ¢ € ]a; b[ tel que f'(c)

_ f(b)—f(a)
b—a .

Exercice 2. — Théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. —
Théoréme de convergence des sommes de Riemann. — Si f est une fonction continue

sur le segment [a;b] avec a < b & valeurs dans R, alors

n—1 b
b;a > flat k) ":ZO/ £(t) dt.

k=0

Exercice 3. — Enoncer le théoréme de dérivabilité d’une réciproque.

Corrigé. —

Dérivabilité de la réciproque d’une bijection. — Soient I un intervalle non trivial et
f:I—R.Si
1°) le théoréme de la bijection montre que f établit une bijection de I sur 'intervalle J = f(I);
2°) f est dérivable sur I,
alors f~! est dérivable sur J privé des points f(z) ot = € I est tel que f'(z) = 0. De plus, si
f~1 est dérivable en y € J, alors

1
(f ') =
F=w)
Exercice 4. — Formule de Leibniz.
Corrigé. —
Formule de Leibniz. — Soient n € N et I un intervalle non trivial. Si f et g sont deux

fonctions n fois dérivables sur I, alors

vael (f0)"@ = Y (1)@ )

k=0

Exercice 5. — Caractérisation de la nullité de I'intégrale d’une fonction continue de signe constant.

Corrigé. —

Caractérisation de la nullité de ’intégrale d’une fonction continue de signe constant.
— Soient I un intervalle non trivial, f: I — R et a, b deux points de 1. Si :

1°) a#b
2°) f>0entreaetd

3°) f est continue entre a et b
alors

b
/f:O < f=0entreaetb




Exercice 6. — Donner les dérivées n-iémes de x — z% (ot d € N), z +— ﬁ, T > cosT, T — sinzx,
T — e,

Corrigé. —
dn ax n _axr 3
VnGN,VaGR,@(e )=|a"e Domaine : R
Vn € N, T (cosx) = cos(z +nF) Domaine : R
x
(~DFcosz  sin=2k .
= oukeN
{(—1)’”‘15111:10 sin=2k+1 (ou )
ar . _ :
Vn € N, e (sinz) =sin(z +n%) Domaine : R
—1)Fsi in=2k
_|J¢ )kS”f“" e (ot k € N)
(=1)*cosz sin=2k+1
WneN, ¥(a,b) e R* xR, 4 (! (1 ™A Domaine : R\ {—2
— | — )= (-1 —— maine : -2
e VG " dz™ \ax+b (az + b)nt1 a
n d! d—n : <d
Vn €N, Vd € N, a4 (z%) = @t * = Domaine : R
dz™ 0 sin>d




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 21
Lundi 6 mars 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Théoreme de Taylor avec reste intégral.
Exercice 2. — Théoreme de convergence des sommes de Riemann.
Exercice 3. — Théoréme fondamental de ’analyse.

Exercice 4. — Caractérisation de la nullité de I'intégrale d’une fonction continue de signe constant.



Exercice 5. — Donner, sous forme explicite (sans symbole > sauf pour (1 + z)%), les développements
limités suivants a I’ordre demandé en 0.

DL demandé Réponse
1

112 (ordre 7)
ln(l + ) (ordre 7)
arctan x (ordre 7)
e” (ordre 7)
COS T (ordre 7)
sinx (ordre 7)
Va € R, (1 + l‘)a (ordre m > 1)
1+2x (ordre 3)




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 21

Lundi 6 mars 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Théoreme de Taylor avec reste intégral.
Corrigé. —
Théoréme de Taylor avec reste intégral. — Soient I un intervalle non trivial de R,

f:I — R une fonction, a € I et n € N. Si f est C"*! sur I, alors

Veel, f(z)= zn: f(k),(“) (z —a)* + /w (“””%)n FOH () dt.
k=0 ’ @ ’

k
Exercice 2. — Théoréme de convergence des sommes de Riemann.
Corrigé. —
Théoréme de convergence des sommes de Riemann. — Si f est une fonction continue

sur le segment [a;b] avec a < b & valeurs dans R, alors

n—1

b
3 fla+ kL) — / () dt.

k=0

b—a

n

Exercice 3. — Théoréme fondamental de ’analyse.

Corrigé. —

Théoréme fondamental de ’analyse. — Soient I un intervalle non trivial, f:I — R une
fonction et xg € I. Si f est continue sur I, alors F':x — f;} f(t)dt est C! sur I et Vo € 1,

F(z) = f(x).

Exercice 4. — Caractérisation de la nullité de I'intégrale d’une fonction continue de signe constant.

Corrigé. —

Caractérisation de la nullité de ’intégrale d’une fonction continue de signe constant.
— Soient I un intervalle non trivial, f: I — R et a, b deux points de I. Si :

19y a#b
2°) f>0entreaetd

3°) f est continue entre a et b
alors

b
/f:O <= f=0entreaetb

Exercice 5. — Donner, sous forme explicite (sans symbole > sauf pour (1 + x)%), les développements
limités suivants a I’ordre demandé en 0.



DL demandé

Réponse

1 . 5
= l-a+2?—a2¥ 42— 2% +2% 2" + o(2")
1+« z—0
22 23 2t 2 2% 2T
In(1 — - T T T o
n(l+2) Sot Tty oty gty el
arctan x = —£3+£5—£7+0(l7)
J,:>O 3 5 7
v 1+ +x2+x3+$4+$5+$6+x7+(7)
e = T+ —+—+—+—+_—— o(z
z—0 2 6 24 120 720 @ 5040
z?2 2t af
= 11— 4+ - 7
cos Sl T3 e g o)
sin z = $—£3+L5— il +o(z")
2—0 6 120 5040
o _ ~a(a—1)...(a— (k1)) , n
VaeR, (1+z) x:OI—&—Z X x® + o(z™)

1+




Nom :
Prénom :
INTERROGATION DE COURS N° 22
Lundi 13 mars 2017
Répondre sur la feuille ; durée : 20 min
Exercice 1. — Théoréme fondamental de I’analyse.
Exercice 2. — Théoreme de Taylor-Young.

Exercice 3. — Théoreme de primitivation d’un développement limité.

PTSI de Nevers
2016-2017



Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction dominée par une autre et pour une fonction négligeable
devant une autre.

Exercice 5. — Pour chacun des développements limités suivants, donner la fonction usuelle f qui lui
correspond.
DL f(x) DL f(x)
x4 2% + o(z?) z — 2% + o(z?)
x4 +2% + o(z?) z — 2% + o(z?)
1+ + 127 + o(2?) 142+ 2%+ o(2?)
1+ 3z — 222 + o(2?) 1— 2z + 222 + o(2?)




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L'INTERROGATION DE COURS N° 22
Lundi 13 mars 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Théoréme fondamental de I’analyse.
Corrigé. —
Théoréme fondamental de 1’analyse. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — R une

fonction et xg € I. Si f est continue sur I, alors F:z — ffo f(t)dt est Ct sur I et Vo € I,

F(z) = f(x).

Exercice 2. — Théoreme de Taylor-Young.

Corrigé. —

Théoréme de Taylor-Young. — Soient [ un intervalle non trivial de R, f: 1 — C, g € [
et n € N. Si f est de classe C"™ sur I, alors

k)
Fa) =5 L0 (ko — o).

pard k!
Exercice 3. — Théoréme de primitivation d’un développement limité.
Corrigé. —
Théoréme de primitivation d’un développement limité. — Soient I un intervalle non

trivial et f: I — C, 29 € I et n € N. Si f est C! sur I et si f/ admet un développement limité
de la forme
f'(@) =, a0+ ai(@ —20) + -+ an(z — 20)" + o((z — 20)")

c—x(

alors f admet pour développement limité

I(@) =, f(@0) + aola — @o) + 5 (x — x) +

(& = 20)" ™" + o((z — z0)"*")

Exercice 4. — Donner la définition d’une fonction dominée par une autre et pour une fonction négligeable
devant une autre.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, zp un point ou une extrémité (éventuellement infinie)
de I, f,p: 1 — R avec ¢ ne s’annulant pas sur I privé de x.

Définition d’une fonction dominée par une autre. — On dit que f est dominée par ¢ au

voisinage de xg si i est bornée sur au voisinage de zg.

Définition d’une fonction négligeable devant une autre. — On dit que f est négligeable
- . fz)
devant ( au voisinage de g si @) aoeh
Exercice 5. — Pour chacun des développements limités suivants, donner la fonction usuelle f qui lui

correspond.



DL f(=) DL f(z)

z+ 323 + o(z?) tan z— 323 + o(z?) arctan x
z+ g2 + o(a?) shz z— g2 + o(a?) sin x
1+ 2+ 322 +o(2?) e’ 14z + 22 + o(x?) =
1+ 5o — ga? + o(2?) 1+a 1— fx+ 32 + o(z?) \/ﬁﬁ




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 23
Lundi 20 mars 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans le plan. Préciser la formule
en coordonnées.

Exercice 2. — Donner la définition géométrique du déterminant dans le plan orienté. Préciser la formule
en coordonnées.

Exercice 3. — Donner la formule de la distance d’un point M sur une droite (D) du plan.



Exercice 4. — Donner les formules concernant I’aire d’un triangle ou d’un parallélogramme en terme de
déterminant dans le plan orienté.

Exercice 5. — Placer les points de coordonnées polaires (r,#) suivants : A(—v/2,7) et B(2, 4%). On

placera également le repére mobile (4(0),¥(0)) correspondant ou ¥(0) est directement normal d u(6).

Exercice 6. — Angle orienté entre @(—3,—5) et #(1,7) dans R? muni de sa base canonique.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’'INTERROGATION DE COURS N° 23
Lundi 20 mars 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit scalaire dans le plan. Préciser la formule
en coordonnées.

Corrigé. —

Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient « et ¢ deux vecteurs
du plan. On appelle produit scalaire de i et ¥ et on note u - U le réel

Lo 0 sii=0ou
UU=9 o= = - R
@3] cos(@7) si @ 0

Si (x,y) sont les coordonnées de @ et (z,3") celles de ¥ dans un repére orthonormé, alors

’U-U:xac’—i—yy’.

Exercice 2. — Donner la définition géométrique du déterminant dans le plan orienté. Préciser la formule
en coordonnées.

Corrigé. —

Définition géométrique du produit scalaire dans le plan. — Soient « et ¢ deux vecteurs
du plan orienté. On appelle déterminant (ou produit mizte) de 4 et U et on note Det(u, T) ou
[@, U] le réel

Dt(_'_') 0 sit=0ouv=0
et(,0) =9
(||| sin(i, ¥) siid#0etd#0

Si (z,y) sont les coordonnées de @ et (2',y’) celles de ¢ dans un repére orthonormé direct, alors

!
x x
Det (i, ¥) = =qy — 2
(@)=, == -2y
Exercice 3. — Donner la formule de la distance d'un point M sur une droite (D) du plan.

Corrigé. — On munit le plan d’un repére orthonormé (O ; i, ;) Soient M un point de coordonnées (s, yar)
et D une droite d’équation ax + by + ¢ = 0. La distance de M a D est

laznr + by + ¢
d(M,D) =
( ) va? + b2
Exercice 4. — Donner les formules concernant 'aire d’un triangle ou d’un parallélogramme en terme de

déterminant dans le plan orienté.

Corrigé. — Si ABC triangle, | aire(ABC) = %\Det(ﬁ,/ﬁ)\

Si ABCD parallélogramme, | aire(ABCD) = \Det(ﬁ,ﬁ)\




Exercice 5. — Placer les points de coordonnées polaires (r,0) suivants : A(—v2,7) et B(2,%%). On
placera également le repére mobile (i(0),v(0)) correspondant ot U(0) est directement normal a @(0).

()
Exercice 6. — Angle orienté entre @(—3,—5) et #(1,7) dans R? muni de sa base canonique.
Corrigé. — Puisque le repere est orthonormé direct, on peut utiliser les expressions en coordonnées. Si
on note 6 Pangle orienté (u,7), on a @ - U = ||u]|||¥]| cos O et Det(d,v) = ||@]|||7]|sinb. Or @ - v = —38,

Det (i, 7) = —16, ||i]| = v/34 et ||7]| = v/50 donc

@d 38 19 o Det(@d) 16 -8
lalllel — V3450 517

cosf =

lallllgll — v34v/50  5V17

. _ =19 — —19 . . . ) .
Puisque cos = sv7 ona 0=+ arccos(5 m) mod 27. Puisque sin § < 0, le signe devant I’arccosinus est

négatif donc |6 = — arccos(%) mod 27




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 24
Lundi 27 mars 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans ’espace. Préciser la formule
en coordonnées.

1 -5 4

Exercice 2. — Calculer le déterminant [0 2  —3| en développant par rapport & une ligne/colonne.
2 -1 8

Exercice 3. — Domnner la définition et la formule pour la distance d’un point M & une droite (D) de

I’espace.



Exercice 4. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites
données paramétriquement par D:x =1+t, y=1+4+2t,z=1+3tet D':x=1,y=t, z=1+tout
varie dans R.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 24
Lundi 27 mars 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner la définition géométrique de lu produit vectoriel dans ’espace. Préciser la formule
en coordonnées.

Corrigé. —

Définition géométrique du produit vectoriel dans ’espace. — Soient @ et ¥ deux vecteurs
de I'espace orienté. On appelle produit vectoriel de u par v, noté @ A U, le vecteur w défini par
@ = 0 si @ et ¥ sont colinéaires et, dans le cas contraire, I'unique vecteur dont les caractéristiques
sont les suivantes :

1°) norme : |l = [1l||&]lsin(, )]

N

2°) direction : W est orthogonal & @ et a ¥';

3°) sens : la base (4, U, W) est directe.

Si (z,y, z) sont les coordonnées de @ et (2,3, 2") celles de ¢ dans un repére orthonormé directs, alors
i A U a pour coordonnées

vy
5 5 yzl _ zy’
| 22| | = | za/ — x2
€T T
z x vy’ — ya'
vy
1 -5 4
Exercice 2. — Calculer le déterminant {0 2  —3| en développant par rapport & une ligne/colonne.
2 -1 8
Corrigé. — On a
L5 4 2 -3 -5 4
2 - = 2 = (16 — 2(15—-8)=13+2-7=|2
g 2 83 e 8‘+ 5 _3’ (16 —3)+2(15—-8) =13+2-7
Exercice 3. — Domnner la définition et la formule pour la distance d’un point M & une droite (D) de
I’espace.
Corrigé. — Si D est une droite de I'espace orienté dirigée par @ # 0 et passant par un point A et si M est
un point, alors
—
AM N4
d(M, D)% inf BM = 1AM A @
BED 1]l
Exercice 4. — Caractériser géométriquement la droite A qui coupe perpendiculairement les droites

données paramétriquement par D:z =1+t, y=1+2t, 2=1+3tet D':z =1, y=t,z=1+tout
varie dans R.

Corrigé. — Puisque R? est muni de sa base canonique qui est orthonormée directe, on peut utiliser les
formules usuelles pour les produits scalaires, déterminants et produits vectoriels.

PREMIERE ETAPE : points et vecteurs directeurs de D et D'. — La droite D est la droite passant par
A(1,1,1) et dirigée par (1,2,3) et la droite D’ celle passant par A’(1,0,1) et dirigée par (0, 1,1).
DEUXIEME ETAPE : vecteur normal ¥ d @ et @'. — Puisque 4 A4 = (—1,—1,1) est non nul, on prend

v =(—1,-1,1) comme vecteur normal a « et .

TROISIEME ETAPE : équation du plan P contenant D et paralléle ¢ ©. — Le plan P est le plan passant par
A et normal & W = AU = (5, —4,1). Il a donc pour équation 5z —4y+z+d = 0 ou d se calcule en écrivant
que A appartient a ce plan : 5 — 441+ d =0 donc d = —2. Ainsi, P a pour équation bx — 4y + z —2 = 0.



QUATRIEME ETAPE : équation du plan P’ contenant D' et paralléle ¢ ¥. — Le plan P’ est le plan passant
par A’ et normal & @' =@ AU = (2,—1,1). Il a donc pour équation 2z —y + z + d = 0 ou d se calcule
en écrivant que A’ appartient au plan : 2+ 1+ d = 0 c’est-a-dire d = —3 donc P’ a pour équation
20 —y+2—3=0.

CINQUIEME ETAPE : représentation paramétrique de la perpendiculaire commune. — La droite coupant
perpendiculairement D et D’ est I'intersection de P et P’ (qui ne sont pas paralléles car 4 et @' sont non
proportionnels). Déterminons-en une représentation paramétrique :

5r —4y+2—-2=0 3xr—3y+1=0 r=y—1
Sd —
20 —y4+2—3=0 LicLi-L: |22 —y+2—3=0

La perpendiculaire commune & D et D’ est la droite passant par B (f%, 0, 171) qui est dirigée par .

En résolvant le systéme différemment, peut trouver a la place : B(%7 %, 0) ou B(0, §7 1—30)



Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 25
Lundi 3 avril 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Donner le critére du sous-espace vectoriel.

Exercice 2. — Montrer que P = {(z,y,2) € R? | az + by + ¢z = 0} (ol (a,b,c) € R? est fixé) est un
sous-espace vectoriel de R3.



Exercice 3. — Montrer que F' = {f:R — R |Vz € R, f(—x) = —f(z)} est un sous-espace vectoriel
de RE.

Exercice 4. — Démontrer que, si x appartient a un espace vectoriel sur K =R ou C et si A € K, alors
Ax=0 = z=00ur=0.

Exercice 5. — Donner six exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un
méme exemple (en changeant juste l'intervalle de définition, par exemple).




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 25
Lundi 3 avril 2017

durée : 15 min

Exercice 1. — Donner le critére du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient F un K-espace vectoriel (ot K =R ou C). Un
ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E' si et seulement si
(i) FCE;
(ZZ) Op € F;
(iii) V(\, p) € K2, V(z,y) € F?, Xx+puyeF.

Exercice 2. — Montrer que P = {(z,y,2) € R3 | az + by + cz = 0} (ou (a,b,c) € R? est fixé) est un
sous-espace vectoriel de R3.

Corrigé. — Montrons que P est un sous-espace vectoriel de R? & I’aide du critére du sous-espace cité
ci-dessus :
(i) P.C R3 par définition.
(#¢) (0,0,0) e Pcara-04+b-0+c-0=0
(i) Si (A, N) € R?, (u,u’) € P?, alors Au+ N/ € P car si u(z,y,2) et v/'(2/,y,2') on a du+ Nu' =
Qx4+ N2 Ay+ Ny, A2+ X2') = (XY, Z) avec aX +bY +¢Z = a(Az+ Na')+ b(Ay + Ny') +c( Az +
N2 = Max +by + cz) + N(ax' + by +cz') =0 car ax + by + cz =0 et ax’ + by’ + ¢z’ = 0.

Exercice 3. — Montrer que F' = {f:R — R |Vz € R, f(—z) = —f(z)} est un sous-espace vectoriel
de RE.
Corrigé. — Utilisons le critére du sous-espace vectoriel :

(i) F C R® par définition ;

(i) Ogr € F car la fonction nulle est impaire ;

(iii) Si (\,p) € R? et (f,g) € F?, alors A\f + ug € F car une combinaison linéaire de fonctions impaires
est impaire : en effet, Vo € R, (A\f+pug)(—z) = A\f(—z)+pg(—x) = =Af(x)—pg(z) = —(Af+pg)(z).

Exercice 4. — Démontrer que, si x appartient a un espace vectoriel sur K =R ou C et si A € K, alors
Ax=0 = z=0o0ul=0.

Corrigé. — Soient x € E et A € K. Supposons que A-x =0;si A =0, il n’y a rien a montrer ; sinon, si
A # 0, alors on a d’une part + - (A-z) = 5 -0 =0 et dautre part §+ - (A\-z) = (3 A)-z=1-2 =z dou
z=0.

Exercice 5. — Donner six exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un
méme exemple (en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).

1| {0} 4| RR

2 | R2 5| C=([0;1],R)




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 26
Lundi 10 avril 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (v1,...,v,) une famille de p € N*
vecteurs de E. Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.

Exercice 2. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (v1,...,v,) une famille de p € N*
vecteurs de E. Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est libre dans E. Donner la négation

Exercice 3. — Donner le critére du sous-espace vectoriel.



Exercice 4. — Soient F un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y
compris la définition).

Exercice 5. — On se place dans R2. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F dessinée.
Y
F
x
Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un

méme exemple (en changeant juste lintervalle de définition, par exemple).

1 6
2 7
3 8
4 9
5 10




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 26
Lundi 10 avril 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (vq,...,vp,) une famille de p € N*
vecteurs de E. Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est génératrice de E.
Corrigé. —

La famille (v1,...,vp) est appelée famille génératrice de E si Vect(vq,...,vp) = E.
Exercice 2. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C et (v1,...,v,) une famille de p € N*
vecteurs de E. Donner la définition eu fait que (v1,...,v,) est libre dans E. Donner la négation
Corrigé. —

La famille (v1,...,vp) est appelée famille libre de E si

V()\l,...,)\p) GKP, >\1U1+"'—|—)\I)UPZOE = A\ :"':)\I):O

La négation est : ‘3()\1,...,)\17) #(0,...,0), Aqvr + -+ Apup :OE‘

Exercice 3. — Donner le critére du sous-espace vectoriel.
Corrigé. —
Critére du sous-espace vectoriel. — Soient E un K-espace vectoriel (ot K =R ou C). Un
ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
(i) FCE;
(it) Og € F';
(iit) Y\, u) € K2, VY(z,y) € F?, \x+puy € F.

Exercice 4. — Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Donner toutes les caractérisations que vous connaissez du fait que F et G sont supplémentaires (y
compris la définition).
Corrigé. — On a
F et G supplémentaires < Ve € E, 3 (f,9) e FxG, z=f+yg
— EF=FadG

F+G=F
FNG={0g}
Exercice 5. — On se place dans R2. Dessiner quelques supplémentaires de la droite F' dessinée.
Yy G1

F

G 3

Go



Exercice 6. — Donner dix exemples d’espaces vectoriels sur R. On ne donnera pas des variantes d’un
méme exemple (en changeant juste l'intervalle de définition, par exemple).

1| {0} 6 | C'([0;1],R)

2 | R? 7 | C®(0;1],R)

3| RY 8 | M3(R)

4 | RR 9 droite de R?® passant par O
5| C°([0;1],R) 10 | plan de R® passant par O




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 29
Mercredi 17 mai 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Théoreme du rang.

Exercice 2. — Formule de changement de base pour un endomorphisme.
Exercice 3. — Définition de la matrice d’une application linéaire.
Exercice 4. — Définition de la matrice de passage.

Exercice 5. — Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’une équation linéaire.



Exercice 6. — Base de solution pour une équation récurrente linéaire homogene d’ordre deux a coefficients
constants.

Exercice 7. — Base de solutions complexes pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre
deux & coefficients constants.

Exercice 8. — Base de solutions réelles pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre deux
a coefficients constants.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 29
Mercredi 17 mai 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Théoréme du rang.

Corrigé. —

Théoréme du rang. — Soient F et F' deux espace vectoriel sur K=R ou C et u € L(E, F).
Si F est de dimension finie, alors u est de rang fini et dim £ = rgu + dim Ker u.

Exercice 2. — Formule de changement de base pour un endomorphisme.

Corrigé. — Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C de dimension finie > 1 muni de deux bases e et

¢ et ue L(E). Si M = Mat,u, M = Mat. u et P = P alors| M’ = P"'MP |,

Exercice 3. — Définition de la matrice d’une application linéaire.

Corrigé. —
Définition de la matrice d’une application linéaire. — Soient E et F deux espaces
vectoriels de dimensions finies > 1 sur K=Rou C et u € L(E,F). Sie= (e1,...,€p,) est une

base de E et f = (f1,..., fn) une base de F', on appelle matrice de u dans les bases e et f la
matrice notée Mat, s(u) dont la j-iéme colonne est constituée des coordonnées de u(e;) dans la
base f :

uler) ... u(ep)
fi
Mate,j(u) = : € My p(K)
fn
Exercice 4. — Définition de la matrice de passage.
Corrigé. —
Définition de la matrice de passage. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1
sur K=RouC. Si e = (er,...,ep) et ¢ = (ef,...,e},) sont deux bases de F, on définit la

maftrice de passage de e & ¢/ comme étant la matrice dont la j-ieme colonne est constituée des
coordonnées de €’ dans la base e :

/ /

el ... e
€1
/
e .
Pf = € M,(K)
€p
Exercice 5. — Théoreme de structure de I’ensemble des solutions d’une équation linéaire.
Corrigé. —
Théoréme de structure de ’ensemble des solutions d’une équation linéaire. — Soient

E et F deux espaces vectoriels sur K=RouC,uec L(E,F)et € F.
L’équation linéaire u(z) = 8 posseéde des solutions si et seulement si 5 € Imw et, dans ce cas, en
notant @ un élément de E tel que u(a) = B, 'ensemble des solutions est

S={z+a|zeKeru}.

Exercice 6. — Base de solution pour une équation récurrente linéaire homogene d’ordre deux a coefficients

constants.



Corrigé. —

Base de solution pour une équation récurrente linéaire homogéne d’ordre deux a
coefficients constants. — Soient a, b et ¢ trois éléments de K =R ou C aveca # 0 et ¢ # 0
et S 'ensemble des solutions de I’équation homogene a2 + by 41 + cuy, = 0. On note A le
discriminant de 1’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0.
(i) SiIK=Cet A#0ousi K=Ret A >0, 'équation caractéristique admet deux racines
distinctes r1 et ro dans K et une base de S sur K est formée de (77)nen €t (15)nen-

() Si A =0, équation caractéristique admet une racine double 7y dans K et une base de S
sur K est formée de (7§ )nen €t (n7] )nen-

(it7) SiK=R et A <0, ’équation caractéristique admet deux racines complexes non réelles
conjuguées 71 et ro si on pose 1, = pe?, alors une base de S sur K est formée de
(p™ cos(n))nen et (p™sin(nb))nen.

Exercice 7. — Base de solutions complexes pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre
deux a coeflicients constants.

Corrigé. —

Base de solutions complexes pour une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre deux a coefficients constants. — Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec
a # 0. On note A = b? — 4ac le discriminant de ’équation caractéristique ar? + br 4+ ¢ = 0. Une
base de solutions de I’équation différentielle ay” + by’ 4+ cy = 0 est (p1, 2) ou
(i) si A # 0, p1:t —> et et po:t — et avec r; et ry les deux racines distinctes de
I’équation caractéristique;
(it) i A =0, p1:t—> et et o1t — te™! avec 1o la racine double de I’équation caractéris-
tique.

Exercice 8. — Base de solutions réelles pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre deux
a coeflicients constants.

Corrigé. —

Base de solutions réelles pour une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre
deux a coefficients constants. — Soient a, b et ¢ trois nombres réels avec a # 0. On note
A = b? — 4ac le discriminant de ’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Une base de solutions
de Iéquation différentielle ay” + by’ + cy = 0 est (¢1, p2) ol
(i) si A >0, o1:t —> et et po:t — €™t avec 71 et ro les deux racines distinctes de
I’équation caractéristique;
(i5) si A =0, p1:t—> et et pg:t —> te™! avec ry la racine double de 'équation caractéris-
tique;;
(737) si A <0, o1 :t — e cos(Bt) et po:t — et sin(Bt) avec 11 = a+if (« et [ réels) et
ro = 771 les solutions complexes conjuguées non réelles de ’équation caractéristique.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 30
Lundi 22 mai 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événe-
ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées :

Formule des probabilités totales :

Formule de Bayes (pour deux événements) :

Exercice 2. — Définition de I'indépendance mutuelle.



Exercice 3. — Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies > 1 sur K = R ou C,
uw€ L(E,F), e=(e1,...,ep) une base de E et f = (f1,..., fn) une base de F'. Donner la définition de la
matrice de u dans les bases e et f.

Exercice 4. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1 sur K = R ou C muni de deux bases
e=(e1,...,ep) et e’ = (ef,...,e,). Donner la définition de la matrice de passage de e a ¢'.
Exercice 5. — Base de solutions pour une équation récurrente linéaire homogene d’ordre deux a

coefficients constants.



PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 30
Lundi 22 mai 2017
durée : 15 min
Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A4;)1<i<, des événe-

ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées : si Ay N---N A,_1 est de probabilité non nulle, alors

[P(A1N---NA,) = P(A1)P(A2] A1) P(A3] Ay N Ay) . P(Au[ A 0N A, ) |

Formule des probabilités totales : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités
non nulles, alors | P(A) = P(A1)P(A[Ay) + -+ + P(A4,)P(A|A,,)]

P(A)P(B|A
Formule de Bayes (pour deux événements) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors| P(A|B) = (‘)P%]E))
Exercice 2. — Définition de I'indépendance mutuelle.
Corrigé. —
Définition de ’indépendance mutuelle. — Soient (€2, P) un espace probabilisé et (Ax)1<k<n

une famille d’événements. On dit que les Ay sont mutuellement indépendants si pour tout choix
d’entiers 1 <4y < --- < i <,

P(A;, N---NA) = P(A)... P(A;).

Exercice 3. — Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies > 1 sur K = R ou C,
u€ L(E,F), e= (e1,...,ep) une base de E et f = (f1,..., fn) une base de F'. Donner la définition de la
matrice de u dans les bases e et f.

Corrigé. — On appelle matrice de u dans les bases e et f la matrice notée Mat, ¢(u) de M, ,(K) dont la
j-ieme colonne est constituée des coordonnées de u(e;) dans la base f :

u(er) ... ulep)
fi
Mate f(u) = :
fn

Exercice 4. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1 sur K = R ou C muni de deux bases
e=(e1,...,ep) et €' = (ef,...,e,). Donner la définition de la matrice de passage de e a ¢'.

Corrigé. — On appelle matrice de passage de e & €’ la matrice de M,(K) dont la j-itme colonne est
constituée des coordonnées de 69 dans la base e :

Exercice 5. — Base de solutions pour une équation récurrente linéaire homogene d’ordre deux a
coefficients constants.

Corrigé. —



Base de solutions pour une équation récurrente linéaire homogéne d’ordre deux a
coefficients constants. — Soient a, b et ¢ trois éléments de K =R ou C avec a # 0 et ¢ # 0
et S I’ensemble des solutions de ’équation homogene a2 + bty + cuy, = 0. On note A le
discriminant de 1’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0.
(i) SiIK=Cet A#0ousi K=Ret A >0, ’équation caractéristique admet deux racines
distinctes r1 et ro dans K et une base de S sur K est formée de (77 )nen €t (15)nen-

(%) Si A =0, équation caractéristique admet une racine double 7y dans K et une base de S
sur K est formée de (7§ )nen €t (n77 ) nen-

(it7) SiK=R et A <0, ’équation caractéristique admet deux racines complexes non réelles
conjuguées 71 et ro si on pose r; = pe'’, alors une base de S sur K est formée de
(p™ cos(n))nen et (p™sin(nb))nen.




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 31
Mercredi 7 juin 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événe-
ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées :

Formule des probabilités totales :

Formule de Bayes (pour deuz événements) :

Exercice 2. — Définition de 'indépendance mutuelle.

Exercice 3. — Théoréme de transfert.



Exercice 4. — Définition de la variance.

Exercice 5. — Inégalité de Markov.

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.

variable X ens. \C'aleurs loi E(X) V(X)
prises

constante ¢

indicatrice 14

loi uniforme sur {z1,...,z,}

loi de Bernoulli B(p)

loi binomiale B(n, p)




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE I’INTERROGATION DE COURS N° 31
Mercredi 7 juin 2017
durée : 20 min
Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événe-

ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées : si A1 N---N A, _1 est de probabilité non nulle, alors

]P(A1 NN A,) = P(A)P(As| A1) P(A3| Ay N Ay) ... P(Ap| Ay NN Ap_) \

Formule des probabilités totales : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités
non nulles, alors | P(A) = P(A1)P(A|Ay) + -+ + P(A,)P(A|A,)

P(A)P(B|A
Formule de Bayes (pour deuz événements) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors| P(A|B) = (]l(é))
Exercice 2. — Définition de I'indépendance mutuelle.
Corrigé. —
Définition de ’indépendance mutuelle. — Soient (€2, P) un espace probabilisé et (A)1<k<n

une famille d’événements. On dit que les Ay sont mutuellement indépendants si pour tout choix
d’entiers 1 <4y < --- < i <,

P(A;, N---NA) = P(A)... P(A;).

Exercice 3. — Théoréme de transfert.

Corrigé. —

Théoréme de transfert. — Soient X : (2, P) — F une variable aléatoire finie et f: F — R
une fonction a valeurs réelles. On a

E(f(X)= > f(=)P(X ==2).

z€X(Q)
Exercice 4. — Définition de la variance.
Corrigé. —
Définition de la variance. — Soit X une variable aléatoire réelle finie. On appelle variance

de X le nombre V(X)) défini par

V(X) = B(X — E(X))?).

Exercice 5. — Inégalité de Markov.

Corrigé. —

Inégalité de Markov. — Si X est une variable aléatoire réelle finie, alors

B(X
Ve>0, P(X|>¢)< (L D

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.



ens. valeurs

variable X . loi E(X) V(X)
prises
constante ¢ {c} P(X=c¢)=1 c 0
Lo P(X =1) = P(4) _
indicatrice 14 {0,1} P(X =0)=1— P(A) P(A) P(A)(1 - P(A))
loi uniforme sur {z1,..., 2.} | {z1,...,2.} | Vie[l;n], P(X =ug;)= L .n. i pasgif;g:;guw
n
loi de Bernoulli B(p) {0,1} P(]:;é)i E)lijfp D p(1—p)
loi binomiale B(n, p) {0,...,n} vk € [0;nl, np np(1 — p)

P(X =k) = (p)p"(L —p)"*




Nom : PTSI de Nevers
Prénom : 2016-2017

INTERROGATION DE COURS N° 32
Lundi 12 juin 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 15 min

Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événe-
ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheéses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées :

Formule des probabilités totales :

Formule de Bayes (pour deuz événements) :

Exercice 2. — Définition de 'indépendance mutuelle.

Exercice 3. — Théoréme de transfert.



Exercice 4. — Définition de la variance.

Exercice 5. — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.

variable X ens. \C'aleurs loi E(X) V(X)
prises

constante ¢

indicatrice 14

loi uniforme sur {z1,...,z,}

loi de Bernoulli B(p)

loi binomiale B(n, p)




PTSI de Nevers 2016-2017

CORRIGE DE I’INTERROGATION DE COURS N° 32
Lundi 12 juin 2017
durée : 15 min
Exercice 1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A, B deux événements et (A;)1<;<n des événe-

ments. Donner les formules suivantes, en spécifiant les hypotheses sous lesquelles elles sont valables.
Formule des probabilités composées : si A1 N---N A,_1 est de probabilité non nulle, alors

[P(A1N---NA,) = P(A1)P(A3| A1) P(A3] A1 N Ay) . P(Au A 0N A, ) |

Formule des probabilités totales : si les A; forment un systéme complet d’événements de probabilités
non nulles, alors ‘ P(A)=P(A))P(A|A1)+---+ P(A,)P(AlA,) ‘

P(A)P(B|A
Formule de Bayes (pour deuz événements) : si A et B sont de probabilité non nulle, alors| P(A|B) = (;ME))
Exercice 2. — Définition de I'indépendance mutuelle.
Corrigé. —
Définition de ’indépendance mutuelle. — Soient (€2, P) un espace probabilisé et (A)1<k<n

une famille d’événements. On dit que les Ay sont mutuellement indépendants si pour tout choix
d’entiers 1 < iy < --- < i <,

P(A;, N---NA) = P(A)... P(A,).

Exercice 3. — Théoréme de transfert.
Corrigé. —
Théoréme de transfert. — Soient X : (Q, P) — F' une variable aléatoire finie et f: F — R

une fonction a valeurs réelles. On a

E(f(X) = ) [f@)P(X=ua).

zeX(Q)
Exercice 4. — Définition de la variance.
Corrigé. —
Définition de la variance. — Soit X une variable aléatoire réelle finie. On appelle variance

de X le nombre V(X)) défini par

V(X) = E((X - E(X))*).

Exercice 5. — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Corrigé. —

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. — Si X est une variable aléatoire réelle finie d’espérance
m et d’écart-type o, alors

0.2

Ve>0, P(X—m|ze)< 5.

Exercice 6. — Remplir le tableau suivant.



ens. valeurs

variable X . loi E(X) V(X)
prises
constante ¢ {c} P(X=c¢)=1 c 0
Lo P(X =1) = P(4) _
indicatrice 14 {0,1} P(X =0)=1— P(A) P(A) P(A)(1 - P(A))
loi uniforme sur {z1,...,z,} {z1,...,2n} | Vie[l;n], P(X=ux)= 1) =t .n. T Tn paSQZ/(;gfzzule
n
loi de Bernoulli B(p) {0,1} P(]:;é)i E)lijfp D p(1—p)
loi binomiale B(n, p) [0;n] vk € [0;nl, np np(1 — p)

P(X =k) = (p)p"(L —p)"*
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INTERROGATION DE COURS N° 33
Lundi 19 juin 2017

Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Définition d’un polynéme scindé.
Exercice 2. — Théoréme de D’Alembert-Gauss.
Exercice 3. — Donner la définition d’un polynome irréductible. Quels sont les polynémes irréductibles

sur R? sur C?

Exercice 4. — Théoréme de division euclidienne pour les polyndmes.



Exercice 5. — Théoreme de caractérisation de racines distinctes en terme de divisibilité.

Exercice 6. — Théoreme de caractérisation des racines multiples.

Exercice 7. — Quelle est la dimension de K[X]? de K,,[X]? Justifier soigneusement les réponses.

Exercice 8. — Relations coeflicients-racines.



Exercice 9. — Formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 10. — Formule de Taylor-Young.

Exercice 11. — Théoréme fondamental de I’analyse.

Exercice 12. — Formules pour les dérivées n-iémes.
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CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 33
Lundi 19 juin 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Définition d’un polynéme scindé.
Corrigé. —
Définition d’un polynéme scindé. — On dit qu'un polynéme & coefficients dans K = R ou

C est scindé sur K s’il peut s’écrire comme produit de polynémes de degré 1 a coefficients dans
K.

Exercice 2. — Théoréme de D’Alembert-Gauss.
Corrigé. —
Théoréme de D’Alembert-Gauss. — Tout polynéme non constant a coefficients dans C est

scindé sur C.

Exercice 3. — Donner la définition d’un polynome irréductible. Quels sont les polynémes irréductibles
sur R? sur C?

Corrigé. —

[. — Définition d’un polynome irréductible] Soit P € K[X] (ot K = R ou C) non constant. On
dit que P est irréductible sur K si V(A, B) € K[X]?, P = AB = A constant ou B constant.

Les polynomes irréductibles sur C sont ceux |de degré 1|. Les polyndmes irréductibles sur R sont ceux de

‘degré 1 ‘ ou de ‘ degré 2 sans racines réelles ‘

Exercice 4. — Théoréme de division euclidienne pour les polynémes.
Corrigé. —
Théoréme de division euclidienne pour les polyndmes. — Soient A et B dans K[X] ou

K =R ou C. Si B # 0, alors il existe un unique couple (@, R) dans K[X]? tel que

A=BQ+R avec deg R < deg B.

Exercice 5. — Théoreme de caractérisation de racines distinctes en terme de divisibilité.

Corrigé. —

Théoréme de caractérisation de racines distinctes en terme de divisibilité. — Soient
ai, ..., a, des éléments distincts de K =R ou C et P € K[X]. Il y a équivalence entre
(i) ai, ..., a, sont racines de P

(i) (X —a1)...(X — ay) divise P.

Exercice 6. — Théoréme de caractérisation des racines multiples.
Corrigé. —
Théoréme de caractérisation des racines multiples. — Soient P € K[X] ot K =R ou C,

a € K et m € N*. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(7) « est racine d’ordre m de P;

(#) il existe Q € K[X] tel que P(X) = (X — a)"Q(X) avec Q(a) # 0.
(iii) P(a) = P'(a) =---= P D(a) =0 et P (a) #0.

Exercice 7. — Quelle est la dimension de K[X]? de K,,[X]? Justifier soigneusement les réponses.



Corrigé. — L’espace K[X] est de ‘ dimension infinie ‘ car, pour tout n € N, la famille (X*)o<i<n est libre
et donc si K[X] était de dimension finie d, alors la famille (Xj)o<r<q serait une famille & d 4+ 1 éléments
donc serait liée.

L’espace K, [X] est ‘ dimension n + 1 ‘ car une base est (X*)g<p<p.

Exercice 8. — Relations coefficients-racines.
Corrigé. —
Relations coefficients-racines. — Soit P € K[X] oi K = R ou C un polynéme de degré

n > 1. Si P est scindé sur K et que l'on écrit P(X) = ap + a1 X +--- + a, X" et P(X) =
an(X —aq1)...(X — ay), alors

Gy a
ar+ -t ay, =— nl et al...an:(—l)”—o.
Qnp (42
Exercice 9. — Formule de Taylor avec reste intégral.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f:I — R une fonction, a € I et n € N. Si f est
C™*1 sur I, alors

n (k) a x xr — )"
Voel, flx)=) / kf ) (x —a)* +/ % FOHD (@) dt.
k=0

a

Exercice 10. — Formule de Taylor-Young.

Corrigé. — Soient I un intervalle non trivial de R, f: 1 — C, g € I et n € N. Si f est de classe C"

sur I, alors

pe) = ST o o)
k

=0
Exercice 11. — Théoréme fondamental de I’analyse.
Corrigé. —
Théoréme fondamental de 1’analyse. — Soient I un intervalle non trivial, f: I — K =R
ou C une fonction et o € I. Si f est continue sur I, alors F:x — f;o f(t)dt est dérivable sur
Tet F/'=Ff.
Exercice 12. — Formules pour les dérivées n-iémes.
Corrigé. —
dn axr n _axr :
Yn € N, Va € R, d—(e )=a"e Domaine : R
xn
dn 3 ™ 3 .
Vn € N, T (cosz) = cos(x +n7) Domaine : R
(-Dkcosx  sin=2k .
= oukeN
{(1)k+1 sinz sin=2k+1 ( )
ar o - e -
vn € N, T (sinx) = sin(z +n7) Domaine : R
—1)ksi in=2k
_ ( )ksmx STTL (ot k € )
(—=D)*cosz sin=2k+1
. dm 1 n n! a” . b
Vn S N, V(a,b) S R* x R7 w (W) = (*1) W Domaine : R\ {75
dn d_,d-n Gn<d
VneN, VdeN, | — (2%) = @-mr® = Domaine : R
dan 0 sin>d
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Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Définition géométrique d’une rotation plane.
Exercice 2. — Caractérisation des rotations planes par leur matrice en base orthonormée directe.
Exercice 3. — Matrice d’'une rotation de ’espace dans une base orthonormée directe adaptée.

Exercice 4. — Soit u une rotation de I'espace. Comment déterminer son axe et son angle 67



Exercice 5. — Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation d’axe dirigé par (1,1, —2) et

i 5T
d’angle .
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CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 34
Lundi 26 juin 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Définition géométrique d’une rotation plane.
Corrigé. —
Définition géométrique d’une rotation plane. — On se place dans le plan euclidien orienté

muni d’une origine O et on considére § € R. On appelle rotation vectorielle d’angle 6 1'unique
application g du plan orienté dans lui-méme qui envoie O sur lui-méme et qui & un point M # O
associe I'unique point M’ du plan tel que

OM' =OM
— ——
(OM,0M’) =6 mod 27
Exercice 2. — Caractérisation des rotations planes par leur matrice en base orthonormée directe.
Corrigé. —

Caractérisation des rotations planes par leur matrice en base orthonormée directe.
— Soit u une application linéaire du plan euclidien orienté et # € R. L’application linéaire u est
une rotation d’angle 0 si et seulement s’il existe une base orthonormée directe e = (e, e2) telle

que
cosf) —siné
Mat, v = <sin9 cos 6 )
Exercice 3. — Matrice d’une rotation de I’espace dans une base orthonormée directe adaptée.
Corrigé. —

Matrice d’une rotation de 1’espace dans une base orthonormée directe adaptée. —
Soit r une rotation de l’espace euclidien orienté d’axe A et d’angle 6. Si (I, J, K) est une base

=

orthonormée directe telle que K dirige I’axe de r et (I_'7 ) est une base du plan normal a l’axe,

alors
cosf —sinf 0
Mat(ﬁjﬁ) r=[sinf cosf O
0 0 1
Exercice 4. — Soit u une rotation de I'espace. Comment déterminer son axe et son angle 67
Corrigé. —

o axe dirigé par @ ou @ # 0 et u(@d) =a

tr(u) — 1
e cosf = ———
2
« sinf du signe de Det (¥, u(¢), @) ot ¥ non colinéaire & @
Exercice 5. — Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation d’axe dirigé par (1,1, —2) et
) 5
d’angle =F.
Corrigé. — Notons (i, J, E) la base canonique de R3. Posons &3 = (1,1, —2). Le vecteur & = (1,—1,0)
N o2 _ — (9 _9 _ T 1 > _ 1 1 S Wi G
est normal & €3 et 62_’— €3 /\2 = (—2,—2,-2). Posons [ = @61 = (ﬁ’ \/5,0), J = e =
1 1 1 _ 1 _ (1 1 _ 2 JSNST
(_%’_ﬁ’_%) et K = =T = (\/6’ 75 \/6)' La base (I, J, K) est orthonormée directe car, par



construction, les vecteurs sont unitaires, I et K sont normaux et J = K A I. La matrice M’ de la rotation
dans cette base est donc

cos(5%) —sin(5%) 0 : @ 0
M' = |sin(5%) cos(5%) 0] = *@ 1o
0 0 1 0 0 1

D’apres la formule de change t de base, on a M’ = P~1MP donc M = PM'P~!

ou P est la matrice
de passage entre (4,7, k) et (I, J, K

S —— V3 /6
e\ )l
0 =% % -7 %

Puisque P est une matrice de passage entre bases orthonormées, c’est une matrice orthogonale donc
P~! =*P. Ainsi, on a

1 V3 vz 2
2 2 2 2
V3 1 _V3 V3 V3
2 2 3 3 3
V2 v3 /6 ¥Z 1 V6 V3 VB i 1 _¥2 _1_ 2
— / — 1 1
M=PM'P=|-9 —¢ % [|-T+2 —T—-% % 3T 5 12 6T T
0 -3 _¥6 1 _¥3 _ 6 1l vz 1 2 5
3 3 2 6 3 6 4 6 4 6
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Répondre sur la feuille ; durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la nature des séries de référence vues en cours.

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossierement divergente et de série
divergente sans 1’étre grossiérement.

Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(nqg).

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de ) m



Exercice 5. — Enoncer le théoréeme de comparaison pour les séries.

Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.
. In%2n
Exercice 7. — Donner la nature de —_—
n
1

Exercice 8. — Donner la nature de E _—
n2+Inn
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CORRIGE DE L’INTERROGATION DE COURS N° 35
Mercredi 28 juin 2017

durée : 20 min

Exercice 1. — Donner la nature des séries de référence vues en cours.
Corrigé. —
converge si|g] <1
VgeC, Y q" S . . ’
diverge grossiérement si |g| > 1.

converge sia > 1,
Va € R, Z povry diverge non grossierement si0<a <1,

diverge grossiérement sia<0.

I,TL

Vr € R, Z — converge
n!

Exercice 2. — Donner un exemple de série convergence, de série grossierement divergente et de série
divergente sans 1’étre grossiérement.

Corrigé. —
Série convergente : > 5= (série géométrique de raison € ]—1;1[)
Série grossierement divergente : > n (car n W F e 0)
o . o . . l s . .
Série divergente non grossierement divergente : | >~ - (série harmonique)
Exercice 3. — Donner la nature de ) sin(nqg).
C 6. — P o T . N. O s (36n+9)Ty - 9 Ty _gin® =14
orrigé. osons u, = sin(n{g) sin € N. On a uzgn o = sin(~=5g—=") = sin(2n7 + ) = sin § = 1 donc

(u,,) admet une suite extraite qui ne tend pas vers 0 donc ne tend pas vers 0 car une suite extraite d'une

suite convergente converge vers la méme limite. Ainsi, ‘ >_sin(n{g) diverge grossicrement ‘

Exercice 4. — Donner la nature et la somme de Y ———.
n(n—1)
s Qs 1 _  _n=l-n _ 1 1 , .
Corrigé. Sin>2 ona A T Tateel) — A1 " n et donc (somme télescopique), on a VN > 2,
N 1 _ N 1 1y _1_ 1 1 ~+o0 1 _
Zn:Q n(n—1) — Zn:Q (nfl E) =1 N N—o+oo 1 done E n(n—1) converge et n=2 n(n—1) — 1
Exercice 5. — Enoncer le théoréme de comparaison pour les séries.
Corrigé. —
Théoréme de comparaison. — Soient (u,)nen et (vn)nen deux suites de réels.
() Sivn e N, 0 < wu, <wv, et Y v, converge, alors > u,, converge.
() Sivn eN, 0 < u, <wv, et > u, diverge, alors > _ v, diverge.
Exercice 6. — Enoncer le théoréme d’équivalence pour les séries.
Corrigé. —
Théoréme d’équivalence. — Soient (uy)nen €t (vn)nen des suites de réels qui ne s’annulent
jamais. Si u, 2P oo Un AVEC (un) et (v,) de signe constant & partir d’un certain rang, alors les
séries > u, et > v, sont de méme nature.




. In’n
Exercice 7. — Donner la nature de —_—
n

2
Corrigé. —Sin > 3, on a In?n > 1 donc “‘T” > %

comparaison avec la série a terme positifs Y- L.
1
n?vInn

.y . 1
Corrigé. —Sin > 3,ona vInn > 1 donc 0 < Ry <

Exercice 8. — Donner la nature de Z

positifs | > — 11 converge.
n nn

2
> 0 ce qui montre que | Y. lnq—L” diverge | par

L avec 3 L convergente donc la série & termes
n n
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