
Résultats obtenus

Résumé
Soit Fq un corps fini et n un entier ≥ 3 tel que q ≡ 1 mod n. Notons Xψ l’hypersurface de Dwork de Pn−1 d’équation

xn
1 + · · · + xn

n − nψx1 . . . xn = 0 où ψ ∈ F∗q est un paramètre vérifiant ψn , 1 (afin que Xψ soit non singulière). Ces
hypersurfaces jouent un rôle important en mathématiques ; elles sont récemment intervenues en liaison avec la symétrie
miroir [CdlOGP91] et dans la démonstration de la conjecture de Sato-Tate [HSBT07].

Comme l’a démontré Wan [Wan06], la fonction zêta de Xψ s’écrit sous la forme

ZXψ/Fq (t) B exp
(+∞∑

r=1

|X(Fqr )| t
r

r

)
=

(Q(t)R(qt))(−1)n−1

(1 − t)(1 − qt) . . . (1 − qn−2t)
,

le facteur Q(t) provenant de la variété miroir de Xψ.
Dans le cas de la quintique (n = 5), F. Rodriguez-Villegas et les physiciens P. Candelas et X. de la Ossa [CdlORV03] ont

mis en évidence les phénomènes suivants :
1o) le polynôme R se décompose en des puissances de deux polynômes RA et RB provenant de numérateurs de fonctions

zêta de courbes hypergéométriques (d’équation y5 = xa(1 − x)b(1 − 1
ψ5 x)5−b) ;

2o) le polynôme R est hautement factorisé sous la forme R(t) = RA(t)10 RB(t)15 ;
3o) les polynômes RA et RB sont des carrés dans Q[t] ;
4o) les polynômes RA et RB se décomposent non trivialement sur Q[

√
5].

Ils démontrent le point no 3, mais constatent numériquement les autres. La démonstration des points no 1 et 2 a fait l’objet
de l’article [Gou10b] paru dans le Journal of Number Theory.

Le but de ma thèse [Gou09] était d’étudier la généralisation des points no 1 à 4 aux cas d’entiers n autre que 5, et
notamment de répondre aux questions suivantes : quelles variétés généralisent les courbes A et B ? D’où vient la haute
factorisation de la fonction zêta ? Pourquoi les facteurs se décomposent non trivialement sur des extensions finies de Q ?

Le chapitre 2 de la thèse (repris dans l’article à paraître [Gou10a]) répond à la première question lorsque n est un nombre
premier ≥ 5. Les variétés généralisant les courbes A et B sont des hypersurfaces de type hypergéométrique, toutes de
dimension impaire ≤ n − 4, dont on détermine des équations explicites. Les dimensions des hypersurfaces obtenues sont
optimales parmi les hypersurfaces hypergéométriques.

Le chapitre 3 de la thèse (repris dans la prépublication [Gou11a]) répond aux questions no 2 et 4 lorsque n est un entier
quelconque ≥ 3. La méthode utilisée consiste à décomposer la cohomologie étale en espaces stables par le Frobenius afin
d’en déduire une factorisation du polynôme R précédent. Par rapport à la factorisation de Kloosterman [Klo07] (qui utilise
des méthodes de cohomologie p-adiques), la factorisation qu’on obtient est légèrement plus fine et permet de répondre à la
question no 4.

Finalement, dans le chapitre 4 de la thèse (repris dans la prépublication [Gou11b]), on relie les deux factorisations
précédentes grâce à des techniques de fonctions L de représentations.

Je m’intéresse actuellement à généraliser ces résultats à des familles de variétés de Calabi-Yau autres que les hypersurfaces
de Dwork, telles que l’intersection complète de x3

1 + x3
2 + x3

3 − 3ψx4x5x6 = 0 et x3
4 + x3

5 + x3
6 − 3ψx1x2x3 = 0.

Chapitre 2 : Factorisation explicite
On montre que le polynôme R(t) s’écrit sous la forme∏

a,0

Rγa/Ka
a (qn−3−dim Ha t), où ZHa/Fq (t) =

Ra(t)
1 − qdim Ha t

.

Détaillons les notations de cette formule. Soit A le groupe {(ζ1, . . . , ζn) | ζn
i = 1, ζ1 . . . ζn = 1}/{(ζ, . . . , ζ)} et Â le groupe

des caractères de A, identifié aux [a1, . . . , an] ∈ {(a1, . . . , an) ∈ (Z/nZ)n | a1 + · · ·+ an = 0}/{(a, . . . , a)}. On note a la classe
de a ∈ Â modulo l’action conjointe de (Z/nZ)× et Sn. Avec ces notations, γa désigne le nombre de permutés de a, Ka le
nombre de k ∈ (Z/nZ)× tels que [ka1, . . . , kan] soit un permuté de [a1, . . . , an] et Ha désigne une hypersurface affine (que
l’on qualifiera d’hypergéométrique) de dimension impaire ≤ n − 4, que l’on construit explicitement et dont l’équation est
du type (les αi, βi et γ sont des entiers dépendant de a)

Hα,β,γ : yn = xα1
1 . . . xαd

d (1 − x1)β1 . . . (1 − xk−1)βk−1 (1 − xk − · · · − xd)βk (1 − 1
ψn x1 . . . xk)γ.



La méthode est la suivante : on calcule séparément |Hα,β,γ(Fq)| (en suivant une méthode de Koblitz [Kob83] menée
légèrement différemment) ainsi que |Xψ(Fq)| (en prenant soin d’organiser les calculs comme Candelas, de la Ossa et
Rodriguez-Villegas [CdlORV00]). On modifie ensuite la formule pour |Xψ(Fq)| à l’aide de formules sur les sommes de
Gauss (principalement la formule des compléments et la formule de multiplication) et on simplifie les expressions afin de
démontrer que |Xψ(Fq)| est une somme de quantités |Hα,β,γ(Fq)| à des puissances de q près. Cette étape demande une part
importante de combinatoire.

Chapitre 3 : Factorisation cohomologique
Le polynôme Q(t)R(qt) est le polynôme caractéristique du Frobenius agissant sur la partie primitive de la cohomologie

Hn−2. Pour factoriser la fonction zêta, il suffit donc de trouver des espaces stables par le Frobenius dont les polynômes
caractéristiques sur ces espaces sont à coefficients rationnels. Remke Kloosterman [Klo07] a construit de tels espaces grâce
à la cohomologie de Monsky-Washnitzer (en trouvant une base de l’espace et en regroupant les éléments de la base sous
l’action du Frobenius), mais sa méthode ne répond pas à la question no 4 mentionnée ci-dessus.

Une autre méthode est de considérer le groupe d’automorphismes G = A oSn de Xψ et de remarquer que, comme les
éléments de G commutent au Frobenius, les composants isotypiques du Q`[G]-module Hn−2

et (Xψ,Q`)prim sont stables par le
Frobenius. La méthode étant `-adique, il faut s’assurer à la fin que les polynômes obtenus sont indépendants de `.

Plus précisément, on décompose Hn−2
et (Xψ,Q`)prim sous la forme (ici, i = (a, ω) où ω est une certaine racine de l’unité

dépendant de a)

Hn−2
et (Xψ,Q`)prim =

⊕
i

Wi ⊗Di Vi,

où Wi est un Q[G]-module simple, Di = EndQ[G](Wi)opp et Vi = HomQ[G](Wi,Hn−2
et (Xψ,Q`)prim) (c’est un Di ⊗ Q`-module

libre). On a alors :

P(t) =
∏

i

Q
dimDi Wi

i , où deg Qi = dimQ Di × rangDi⊗Q`
Vi.

De plus, les Qi sont des normes de polynômes Πi à coefficients dans Di, donc se décomposent dans le corps Di (lorsque
n = 5 et que i est non trivial, Di = Q[

√
5]). Pour démontrer que les Qi sont indépendants de `, on peut utiliser un argument

de projection pour se ramener au résultat de Katz-Messing [KM74] et il est également possible de montrer que les Πi sont
indépendants de `.

Le principe de la démonstration utilisée est le suivant. La première étape est de décrire la structure de Q`[A]-module de
Hn−2

et (Xψ,Q`)prim :

Hn−2
et (Xψ,Q`)prim =

⊕
a∈Â

ma a, où ma = nombre de ai distincts.

La méthode utilisée pour démontrer cette formule consiste à calculer la trace d’un élément de A agissant sur Hn−2
et (Xψ,Q`)prim

grâce à une formule des traces de Deligne-Lusztig [DL76, th. 3.2, p. 119] qui relie cette quantité à une caractéristique
d’Euler-Poincaré (que l’on calcule par une formule de Hirzebruch) puis on la compare à la formule précédente. L’étape
suivante est de décrire la structure de Q`[G]-module de Hn−2

et (Xψ,Q`)prim :

Hn−2
et (Xψ,Q`)prim =

⊕
〈a〉

ma
da

IndG
AoSa

(a ⊗ ε ⊗ regΣa
). (〈a〉 désigne la classe de a modulo Sn)

La méthode utilisée est proche de celle pour la structure de Q`[A]-module ; ceci généralise au cas ψ , 0 les résul-
tats de L. Brünjes [Brü04] pour les hypersurfaces de Fermat. La dernière étape est de décomposer le Q`[G]-module
Hn−2

et (Xψ,Q`)prim en construisant explicitement des Q[G]-modules dont l’extension des scalaires à Q` redonnent les
Q`[G]-modules précédents.

Chapitre 4 : Lien entre les deux factorisations
Les deux factorisations précédentes de la fonction zêta ont de nombreux points communs ; il est donc naturel de vouloir

les comparer. On suppose bien sûr à nouveau que n est premier. On se base sur une méthode décrite par Katz dans [Kat81]
et qu’il met en œuvre sur les courbes d’Artin-Schreier. On pose, pour a ∈ Â et r ≥ 1,

SXψ/Fq,a,r =
1
|A|

∑
[ζ]∈A

a([ζ]) |Fix(Frobr ◦ [ζ]−1)| et LXψ/Fq,a(t) = exp
(+∞∑

r=1

SXψ/Fq,a,r
tr

r

)
.

En adaptant d’une part la méthode du calcul de nombre de points de Xψ, on obtient la formule (∗) suivante lorsque a , [0],
et, en utilisant d’autre part une formule des traces, on obtient la formule (∗∗) suivante. Ainsi, Ra(qn−3−dim Ha t) = Qa(t)Ka .



(∗) Ra(qn−3−dim Ha t) =

(∏
〈a′〉∈a LXψ/Fq,a′ (t)

)Ka

(∗∗) Qa(t) =
∏
〈a′〉∈a LXψ/Fq,a′ (t)
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