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Résumé

Le but de cet exposé est de décrire, sur l’exemple de la quintique de Dwork, certains
phénomènes arithmétiques intéressants reliés à la symétrie miroir. Après avoir rappelé ce
qu’est la quintique de Dwork, on construira sa variété miroir, on parlera du lien entre le
nombre de points sur un corps fini de la quintique, de son miroir et de deux courbes de
type hypergéométrique d’origine mystérieuse (Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas,
2003) et on abordera la question de la modularité dans le cas où la quintique est singulière
(Schoen, 1986).
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Remarque. — Le but de cet exposé est uniquement d’introduire certains aspects arithmétiques
intéressants reliés à la symétrie miroir, pas de définir en toute généralité ce qu’est une variété
miroir ni décrire les phénomènes qui peuvent se passer pour d’autres variétés que la quintique
de Dwork.

§ 1. La quintique de Dwork
Définition 1.1. — Soit K un corps de caractéristique , 5 et ψ ∈ K un paramètre (non nul). La
quintique de Dwork est l’hypersurface (de dimension 3)Mψ de P4 définie par l’équation

x5
1 + x5

2 + x5
3 + x5

4 + x5
5 − 5ψx1x2x3x4x5 = 0.

Lorsque ψ = 0, on retrouve la quintique de Fermat de dimension 3.

Proposition 1.2. — L’hypersurfaceMψ est singulière si et seulement si ψ5 = 1.
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Démonstration. Posons f = x5
1 + · · · + x5

5 − 5ψx1 . . . x5 de sorte queMψ n’est autre que l’hyper-
surface d’équation f = 0. Il s’agit de déterminer pour quelles valeurs de ψ les polynômes f , ∂ f

∂x1
,

. . ., ∂ f
∂x5

ont des zéros en commun dans K qui sont , (0, . . . , 0). Or :
∂ f
∂x1

= 0
· · ·
∂ f
∂x5

= 0
⇐⇒


5x4

1 = 5ψx2 . . . x5

· · ·
5x4

5 = 5ψx1 . . . x4

=⇒ 5x5
1 = · · · = 5x5

5 = 5ψx1 . . . x5 (*)

Puisque la caractéristique de K est , 5, on en déduit que x5
1 = · · · = x5

5 = ψx1 . . . x5. Lorsque
ψ = 0, on obtient x1 = · · · = x5 = 0. Lorsque ψ , 0, on obtient (ψx1 . . . x5)5 = (ψ)5x5

1 . . . x5
5 =

(ψ)5(ψx1 . . . x5)5 d’où (x1 . . . xn)5 = ψ5(x1 . . . x5)5 ; or, si l’un des xi est nul, ils le sont tous
d’après (*), donc, si on suppose au moins l’un des xi non nul, on en déduit que ψ5 = 1.

Réciproquement, si ψ5 = 1, le point [1 :ψ :ψ :ψ :ψ] est un zéro commun à f et à ses dérivées
partielles et donc la quintique est singulière. �

Remarques. — a. Lorsque K = C et que ψ5 , 1, l’hypersurfaceMψ est une variété de Calabi-
Yau (en tant qu’hypersurface non singulière définie par un polynôme à n variables qui est
homogène de degré n).

b. Le nombre de points singuliers est égal à 125 (faire agir le groupe A des racines de l’unité
de la proposition 1.3 ci-dessous ; noter que l’action du groupe S5 n’apporte rien par rapport
à celle de A). Ce sont tous des points sont isolés.

Proposition 1.3. — Notons µ5(K) le groupe des racines 5-ièmes de l’unité de K et A le groupe

A = {(ζ1, . . . , ζ5) | ζi ∈ µ5(K) et ζ1 . . . ζ5 = 1}/{(ζ, . . . , ζ) | ζ ∈ µ5(K)}.

Ce groupe agit surMψ par multiplication des coordonnées. Le groupe S5 agit (à droite) sur
Mψ par permutation des coordonnées ([x1 : . . . : x5]σ = [xσ(1) : . . . : xσ(5)]) et agit (à gauche) sur
A par permutation des coordonnées (σ[ζ1 : . . . : ζ5] = [ζσ−1(1) : . . . : ζσ−1(5)]).

Avec ces notations et conventions, le groupe G = A oS5 agit à droite surMψ.

§ 2. Construction du miroir singulier
Rappels. — Soit X une variété de Calabi-Yau de dimension 3 considérée sur C. Les nombres
de Hodge hp,q(X) de X peuvent être organisés en diamant (figure de gauche ci-dessous). Ce
diamant possède des symétries (égalité en carré) : hp,q(X) = hq,p(X) (conjugaison complexe)
et hp,q(X) = hdim X−p,dim X−q(X) (dualité de Serre). Puisque X est de Calabi-Yau, on a h0,0(X) =

h3,0(X) = 1 et h1,0(X) = h2,0(X) = 0 (figure de droite ci-dessous).

h0,0

h1,0 h1,0

h2,0 h1,1 h2,0

h3,0 h2,1 h2,1 h3,0

h2,0 h1,1 h2,0

h1,0 h1,0

h0,0

1
0 0

0 h1,1 0
1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0
0 0

1
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Une variété de Calabi-Yau est kählérienne, donc h1,1(X) > 0 ; pour une hypersurface non singu-
lière X ⊂ Pdim X+1, on a hp,q(X) = δp,q si p+q < dim X et donc h1,1 = 1 dans ce cas. Pour calculer
les nombres de Hodge restant d’une hypersurface non singulière, on peut utiliser une formule de
Hirzebruch [Hir66, appendice 1, th. 22.1.1 et th. 22.1.2]. Plus précisément, soit hp,q le nombre
de Hodge de type (p, q) commun à toutes les hypersurfaces de dimension p + q données par un
polynôme de degré d ; on a∑

p,q≥0

(hp,q − δp,q)upvq =
(1 + u)d−1 − (1 + v)d−1

(1 + v)du − (1 + u)dv
.

Par exemple, pourMψ, on a d = 5 et on cherche les coefficients de upvq lorsque p + q = 3 ;
on trouve 1, 101, 101, 1. Voici les divers dimants obtenus pour des quintiques en dimensions 1
(courbes lisses), 2 (surfaces lisses) et 3 :

1
6 6

1

1
0 0

4 45 4
0 0

1

1
0 0

0 1 0
1 101 101 1

0 1 0
0 0

1
quintiques lisses quintiques lisses quintiques lisses
de dimension 1 de dimension 2 de dimension 3

Donnons maintenant une définition disponible de la notion de variété miroir qui s’applique
dans notre cas.

Définition 2.1. — Soit X une variété de Calabi-Yau tridimensionnelle ; une variété de Calabi-
Yau tridimensionnelle Y est un miroir de X si les diamants de Hodge des deux variétés sont
symétriques par rapport à une diagonale.

Voici (lorsque ψ5 , 1) une illustration de cette symétrie pour la quintique :

1
0 0

0 1 0
1 101 101 1

0 1 0
0 0

1

1
0 0

0 101 0
1 1 1 1

0 101 0
0 0

1
quintique de DworkMψ sa variété miroirWψ

Remarque. — Noter qu’avec la « définition » précédente de variété miroir, une variété de Calabi-
Yau rigide (c’est-à-dire avec h2,1 = 0) ne peut avoir de miroir. En fait, dans ce cas, on peut aussi
définir la notion de variété miroir, mais pas de cette façon. Notons pour finir que la caractéris-
tique d’Euler-Poincaré du miroir est l’opposé de celle de la variété de départ.
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Dans le cas de la quintique, il se trouve que le miroir Wψ peut s’obtenir en résolvant les
singularités du quotientMψ/A. En fait, on ne va pas faire cette résolution car, dans la suite, un
miroir singulier (terminologie de Daqing Wan, [Wan04]) nous suffira. Nous ne considérerons
donc queW sing

ψ =Mψ/A.
On suppose dorénavant que |µ5(K)| = 5 (par exemple, K = C, K = Q`, K = Cp ou K = Fq

avec q ≡ 1 mod 5). Voici la construction du quotient.

Théorème 2.2. — Le quotient W sing
ψ = Mψ/A peut se réaliser comme l’hypersurface de P4

d’équation

t5 = (5ψ)5y1y2y3y4(t − y1 − y2 − y3 − y4).

Démonstration. On donne une démonstration abrégée en renvoyant à [BGK08] pour les détails.
Les monômes invariants par A sont y1 = x5

1, y2 = x5
2, y3 = x5

3, y4 = x5
4, y5 = x5

5 et y6 =

x1x2x3x4x5 ; ces monômes engendrent tous les polynômes invariants par A et il existe une unique
relation entre eux, à savoir y5

6 = y1y2y3y4y5. Si on exprime l’équation de la quintique grâce aux
yi, on obtient

y1 + y2 + y3 + y4 + y5 = 5ψy6 d’où (y1 + y2 + y3 + y4 + y5)5 = (5ψ)5y1y2y3y4y5,

en éliminant la variable y6. En faisant le changement de variable t = y1 + · · · + y5, on obtient
l’équation annoncée. �

§ 3. Nombre de points et fonctions zêta
Dans tout ce § 3, on ne fait aucune hypothèse sur ψ.
On prend désormais K = Fq avec q ≡ 1 mod 5 de sorte que |µ5(Fq)| = 5 ; on suppose

toujours bien sûr que q est premier à 5.
On note Mψ(Fq) = {[x1 : . . . : x5] ∈ P4(Fq) | f (x) = 0} l’ensemble des points projectifs

deMψ à coordonnées dans Fq ; c’est un ensemble fini et on considère son nombre de points
|Mψ(Fq)| et la fonction génératrice exponentielle, appelée fonction zêta, définie par

ZMψ/Fq(t) = exp
( +∞∑

r=1

|Mψ(Fqr )| t
r

r

)
.

B. Dwork a démontré [Dwo62, Dwo64] qu’il existe un polynôme ∈ 1 + tZ[t] de degré 204
(notons que 1 + 101 + 101 + 1 = 204 est la somme des nombre de Hodge hp,q(Mψ) pour
p + q = 3) tel que, lorsque ψ5 , 1,

ZMψ/Fq(t) =
P(t)

(1 − t)(1 − qt)(1 − q2t)(1 − q3t)
.

Les racines du polynôme P ont toutes pour valeur absolue q3/2 (résultat de P. Deligne, [Del74]).

Remarque. — Un facteur ±kλr (où k ∈ N et λ ∈ Q) dans |X(Fq)| donne naissance à un facteur

exp
(
±k

+∞∑
r=1

(λt)r

r

)
= exp

(
±k · [− ln(1 − λt)]

)
=

1
(1 − λt)±k

dans ZX/Fq(t).
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Remarque. — On peut montrer que |Wψ(Fq)| = |W sing
ψ (Fq)|+100(q+q2) (ces nombres de points

sont projectifs) donc les fonctions zêta correspondantes diffèrent d’un facteur 1/(1 + qt)100(1 +

q2t)100 ; cela explique pourquoi, lorsqu’on s’occupe de l’arithmétique, désingulariserW sing
ψ n’est

pas intéressant.

Remarque. — Expliquons rapidement le principe du calcul de nombre de points deMψ(Fq).
Soit ϕ : (Fq,+) → Ω∗ un caractère additif non trivial fixé (Ω désignant un certain corps de
caractéristique nulle, par exemple Ω = C ou Ω = Cp selon ce qu’on veut faire). On a la formule
d’orthogonalité des caractères

1
q

∑
a∈Fq

ϕ(ax) =

{
1 si x = 0,
0 si x , 0,

et donc |Mψ(Fq)| = 1
q

∑
a∈Fq

∑
x∈Fn

q

ϕ(a f (x)).

Ainsi, en écrivant que f est une somme de monômes :

|Mψ(Fq)| = 1
q

∑
a∈Fq

∑
x∈Fn

q

ϕ(ax5
1) . . . ϕ(ax5

5)ϕ(−5aψx1 . . . x5).

Pour transformer plus en avant cette expression, on exprime ϕ comme combinaison linéaire de
caractères multiplicatifs χ : (F∗q ,×)→ Ω∗ (transformée de Fourier) :

∀b ∈ F∗q , ϕ(b) =
1

q − 1

∑
η∈F̂∗q

G(ϕ, η−1) η(x) où G(ϕ, η) =
∑
x∈F∗q

ϕ(x)η(x).

Cette formule n’est valable que pour un argument non nul, donc on ne peut l’appliquer directe-
ment à la formule précédente pour |Mψ(Fq)|. Pour contourner le problème, on calcule d’abord
le nombre de points où toutes les coordonnées sont non nulles puis celui où au moins une des
coordonnée est nulle, auquel cas on est ramené au cas plus simple des hypersurface de Fermat
où les variables sont séparées. On n’en dira pas plus ; le calcul complet est fait dans [Kob83],
[CdlORV00] ou [Wan04].

Remarque. — Pour le calcul du nombre de points deWψ, on utilise un principe similaire (for-
mule de comptage pour le symbole δ de Kronecker) après avoir pris t = 1 (les autres points
sont les points à l’infini et sont triviaux) qui relie le nombre de points aux sommes de Jacobi,
elles-mêmes reliées aux sommes de Gauss.

§ 4. Lien entre le nombre de points de la quintique et de son
miroir

Le calcul des nombre de points fait naturellement intervenir les (s1, . . . , s5) ∈ (Z/5Z)5 de
somme nulle (s1 + · · ·+ s5 = 0) ; il y a certains regroupements que nous n’expliciteront pas, mais
la formule finale pour le nombre de points (projectifs) est de la forme

|Mψ(Fq)| = 1 + q + q2 + q3 + N〈0,0,0,0,0〉 + N〈0,0,0,1,4〉 + N〈0,0,1,1,3〉 + N〈0,1,2,3,4〉 ;

|W sing
ψ (Fq)| = 1 + q + q2 + q3 + N〈0,0,0,0,0〉.
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Chaque N〈s〉 est un entier qui est une somme de produits faisant intervenir certaines sommes de
Gauss ; lorsque ψ5 , 1, on a

N〈0,1,2,3,4〉 =

{
0 si ψ5 , 1,
24q2 si ψ5 = 1,

donc ce facteur n’intervient que dans le cas singulier. Ce calcul montre que

|Mψ(Fq)| = |W sing
ψ (Fq)| + termes complémentaires.

En particulier, puisqu’on eut montrer que les N〈s〉 sont divisibles par q lorsque s , ~0, on a

|Mψ(Fq)| ≡ |W sing
ψ (Fq)| mod q.

Ce genre de congruences a été démontré pour les hypersurfaces de Dwork générales [Wan04]
ainsi que pour toute une classe de variétés [FW06].

Exemple. — Prenons q = 11 et ψ5 = −1 (par exemple, ψ = 2). On a :

|M2(F11)| = 2 550 et |W sing
2 (F11)| = 1 450.

Ces deux quantités diffèrent de 1 100 donc on a bien |M2(F11)| ≡ |W sing
2 (F11)| mod 11.

À ce stade, on a le lien arithmétique entre la quintique et son miroir (singulier), mais il
nous manque encore l’interprétation des termes N〈0,0,0,1,4〉 et N〈0,0,1,1,3〉. Leur interprétation a été
trouvée par P. Candelas, X. de la Ossa et F. Rodriguez-Villegas [CdlORV03] de la façon suivante.
Plaçons-nous sur C ; les périodes de la quintique sont indexées par les (s1, . . . , s5) ∈ (Z/5Z)5

de somme nulle qui interviennent aussi dans la description du nombre de points ; les périodes
correspondant aux s , ~0 vérifient une équation différentielle hypergéométrique donc sont du
type

2F1( a
5 ,

b
5 ; 5−b

5 ; 1
ψ5 ) =

∫
dx

5
√

xa(1 − x)b(1 − 1
ψ5 x)5−b

,

d’où l’idée de considérer les courbesAψ et Bψ d’équation y5 = xa(1− x)b(1− 1
ψ5 x)5−b où, lorsque

s = (0, 0, 0, 1, 4), on a a = 2 et b = 3 et lorsque s = (0, 0, 1, 1, 3), on a a = 2 et b = 4. Les
équations sont donc

Aψ : y5 = x2(1 − x)3(1 − 1
ψ5 x)2 et Bψ : y5 = x2(1 − x)4(1 − 1

ψ5 x).

En calculant le nombre de points affine (et non projectif comme précédemment) de Aψ et
Bψ (voir [Kob83] pour la méthode ; cette fois-ci, la formule de comptage qu’on utilise compte
le nombre de puissances 5-ièmes) et en transformant les expressions de N〈0,0,0,1,4〉 et N〈0,0,1,1,3〉,
on trouve

N〈0,0,0,1,4〉 = 10q(|Aψ(Fq)| − q) et N〈0,0,1,1,3〉 = 15q(|Bψ(Fq)| − q).

En terme de fonction zêta, on a donc :

ZMψ/Fq(t) = ZW sing
ψ /Fq

(t) ·
(
(1 − q2t)ZAψ/Fq(qt)

)10
·
(
(1 − q2t)ZBψ/Fq(qt)

)15
.
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Ces résultats se généralisent aux hypersurfaces de Dwork de dimension n−2 où n est un nombre
premier (voir chapitre 2 de ma thèse ; les courbes sont remplacées par des hypersurfaces hyper-
géométriques de dimension impaire ≤ n − 4) et les mêmes phénomènes se produisent (haute
factorisation (on a une puissance 630 pour n = 7), présence d’un facteur q(n−2−d)/2 où d est la
dimension de l’hypersurface hypergéométrique).

Exemple. — Prenons q = 11 et ψ5 = −1 (par exemple, ψ = 2). On a :

|A2(F11)| = 3 et |B2(F11)| = 23.

On a vu que |M2(F11)| − |W sing
2 (F11)| = 1100 et on a bien

11 × 10 ×
(
|A2(F11)| − 11

)
+ 11 × 15 ×

(
|B2(F11)| − 11

)
= 11 × 10 × (3 − 11) + 11 × 15 × (23 − 11) = −11 × 80 + 11 × 180 = 1100.

§ 5. Quelques mots sur la modularité
Prenons q = p et plaçons-nous dans le cas ψ5 = 1, toujours avec q ≡ 1 mod 5. La fonction

zêta prend la forme très simple suivante :

ZM1/Fp(t) =
(1 − pt)(1 − apt + p3t2)(1 − pt)100

(1 − t)(1 − pt)(1 − p2t)(1 − p3t)(1 − p2t)24 =
(1 − apt + p3t2)(1 − pt)100

(1 − t)(1 − p2t)25(1 − p3t)
.

L’entier ap vérifie |ap| ≤ 2p3/2. Chad Schoen a démontré [Sch86] que c’est le p-ième coefficient
de Fourier d’une forme modulaire f de poids 4 et de niveau 25. Puisque le miroir de la quintique
a le même nombre de points (les calculs esquissés dans le § 3 sont valables même si ψ5 = 1), il
est également modulaire pour la même forme modulaire.

Rappels (bref). — Une forme modulaire est une application du plan de Poincaré dans lui-même
qui possède des propriétés de régularités (de type holomorphie) et de symétrie du type

∀
(

a b
c d

)
∈ Γ0(N), f

(
az + b
cz + d

)
= (cz + d)k f (z),

où Γ0(N) = {
(

a b
c d

)
∈ GL2(Z) | c ≡ 0 mod N}. L’entier k est le poids et l’entier N le niveau. La

propriété des formes modulaires qui nous intéresse est qu’elles admettent un développement en
série de Fourier à coefficients dans Z.

Remarques. — a. La modularité des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 est un domaine
extrêmement actif. La quintique de Dwork singulière et son miroir fournissent des exemples
où l’on connaît explicitement la forme modulaire qui intervient :

f (q) = η(q5)4
(
η(q)4 + 5η(q)3η(q25) + 20η(q)2η(q25)2 + 25η(q)η(q25)3 + 25η(q25)4

)
= q + q2 + 7q3 − 7q4 + 7q6 + 6q7 − 15q8 + 22q9 − 43q11 − 49q12 − 28q13

+6q14 + 41q16 + 91q17 + 22q18 − 35q19 + 42q21 − 43q22 + 162q23 − 105q24

−28q26 − 35q27 − 42q28 + 160q29 + 42q31 + 161q32 − 301q33 + 91q34

−154q36 − 314q37 − 35q38 − 196q39 − 203q41 + 42q42 + 92q43 + 301q44

+162q46 + 196q47 + 287q48 − 307q49 + 637q51 + 196q52 + 82q53 − 35q54

−90q56 − 245q57 + 160q58 − 280q59 − 518q61 + 42q62 + 132q63 + . . .

Le calcul des coefficients s’obtient par exemple sous PARI en tapant

7



\ps{70};

eta(q^5)^4*(q*eta(q)^4+q^2*5*eta(q)^3*eta(q^25)+q^3*20*eta(q)^2*eta(q^25)^2
+q^4*25*eta(q)*eta(q^25)^3+q^5*25*eta(q^25)^4);

b. La quintique M1 n’est pas une variété de Calabi-Yau (elle est singulière) mais on peut
résoudre les singularités pour obtenir une variété de Calabi-Yau ; de même pour le miroir
W sing

1 . Les diamants de Hodge correspondant sont [Mey05, § 3.2, p. 33-34]

1
0 0

0 25 0
1 0 0 1

0 25 0
0 0

1

1
0 0

0 101 0
1 0 0 1

0 101 0
0 0

1
Désingularisée deM1 variété miroir (non singulière)

Noter que ces deux variétés sont des variétés de Calabi-Yau rigides et donc qu’il n’y a pas
la propriété de symétrie des diamants de Hodge d’où vient le nom de « variété miroir ». Les
fonctions zêta correspondantes sont

ZMdesing
1 /Fp

(t) =
1 − apt + p3t2

(1 − t)(1 − pt)25(1 − p2t)25(1 − p3t)
;

ZW1/Fp(t) =
1 − apt + p3t2

(1 − t)(1 − pt)101(1 − p2t)101(1 − p3t)
.

c. Il y a d’autres exemples où la fonction zêta de la variété et de son miroir ont le même facteur
non trivial associé à une forme modulaire. Voir [Sch07, éq. (33)].

d. Des résultats puissants de Serre, Faltings, Dieulefait permettent de montrer que les Calabi-
Yau rigides de dimension 3 sont modulaires.

e. Le phénomène qui se produit ici (modularité du membre singulier de la famille) est général.
Voir [RV03] ainsi que [Mey05, § 5.11, p. 132-134].

f. Dans sa thèse, Barnet-Lamb [BL09] a montré que tous les facteurs de la fonction zêta de
Mψ sont (potentiellement) automorphes, mais ses résultats ne sont pas effectifs.
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