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Résumé. Etant donné f € Fy[z1,. .., 2], on cherche & calculer le nombre de zéros de f sur
tous les F,~ d’un seul coup. Cela est par exemple possible si on peut calculer explicitement
la fonction zéta de 'hypersurface f = 0. Apres avoir donné quelques exemples ou ce calcul
explicite est possible et aprés avoir rappelé les conjectures de Weil (qui décrivent la forme
générale des fonctions zéta), on s’intéressera a ’apparition, dans une fonction zéta donnée, de

facteurs provenant d’autres fonctions zéta sur les exemples des courbes de Fermat 2%+y? = 24
et des hypersurfaces de Dwork af + --- + 2]y — nyx; ... x, = 0 ol ¢ est un parametre.
1 Notion de fonction zéta
Soit f(z1,...,zn) € Fj[z1,...,2,). On note X : f(x1,...,2,) = 0 'hypersurface correspon-

dante. Par définition, le nombre de points de X sur Fyr est le nombre de zéros de f dans Fj
(ou dans Py, si [ est homogene) ; on le note |X(F,~)|. La fonction zéta de I'’hypersurface X est
définie par :

Zx F, (t) = exp (jz"j | X(Fyr)| t:) :

Elle est simplement reliée a la fonction génératrice du nombre de zéros de f dans les F;r par la
formule :

d

400
a(1<)ng/%(75)) — Gy, (1) ot Gyg, (1) :Z;|X(qu)\trl.

La raison pour laquelle on s’intéresse a la fonction zéta plutét qu’a la fonction génératrice est que
la fonction zéta vérifie un certain nombre de propriétés supplémentaires (conjectures de Weil,
aujourd’hui démontrées; voir §.

2 Exemples de fonctions zéta

On commence par deux exemples triviaux (espace affine et espace projectif) puis on donne
quatre exemples plus évolués (courbes elliptiques, courbes projectives lisses, grassmanniennes
et hypersurfaces diagonales). Pour plus de détails sur I'histoire des conjectures de Weil, voir
[Hou02].

Fonction zéta de I’espace affine. Si on veut rester dans le cadre précédent des fonctions
zéta d’hypersurfaces, on peut voir I’espace affine comme 'hypersurface définie par le polynéme
identiquement nul et :

Ak, | = (¢")"



Par suite :

Zpy (t) = exp (f (qT)”t;> = exp <+§ WP) = exp(— log(1 — Q"t))

r=1

_ 1
1 — gt

Fonction zéta de ’espace projectif. Rappelons que ’espace projectif P" est défini par P" =
(A" {0})/Fr. Comme pour l'espace affine, si on veut rester dans le cadre des hypersurfaces
décrit précédemment, on peut considérer I’espace projectif comme correspondant & ’hypersurface
définie par le polyndéme identiquement nul, mais on compte le nombre de points projectivement
(c’est-a-dire qu’on identifie tous les points non nuls sur une méme droite) et donc :

‘Pn‘i(qT)n_H_l*l‘F r+(r>2+“_+(r)n
=T Tt q)",
Ainsi :
+00 e
Zig (1) = exp (2; (L+q + (") + -+ (q’”)”)r>
r=
“+oo +00 “+oo
_ ¢ (qt)" (¢"t)"
- exp(z > exp<z U0 e (32 1
r=1 r=1 r=1

= exp(— log(1 — t)) exp(— log(1 — qt)) . .exp(— log(1 — q"t))
1
1-t)(1—gqt)...(1—q"t)

Fonction zéta d’une courbe elliptique. Soit E une courbe elliptique sur Q (donc une courbe
projective et non singuliére), disons donnée par une équation affine explicite y? = x3 + az + b
ou a, b € Q. Il existe un nombre fini de p premiers divisant le dénominateur de a et b (écrits
sous forme irréductible). Cela a donc un sens de considérer E sur F, pour une infinité de nombre
premier p.

Pour de tels nombres premiers, Hasse [Has36] a montré en 1936 que la fonction zéta de E
était de la forme suivante :

L—agt+qt> (1 —mgt)(1—7g0)

ZE/IFq(t) = (1—1)(1— qt) - (1-t)(1—gqt) ’

ou 7y, g € C sont des nombres algébriques conjugués de valeur absolue ,/q et donc :

‘\E(]Fq)| —(¢+ 1)‘ = |aq| < 24/4. (majoration de Hasse-Weil)

II a récemment été montré que, lorsque ¢ = p, ce coefficient a, était en fait le p-ieme coefficient
de Fourier d’une forme modulaire de poids 2. On verra d’autres exemples de phénomeénes de
modularité au § [4

Fonction zéta d’une courbe. Soit C une courbe projective non singuliere de genre g dé-
finie sur F,. Weil a montré en 1940 (voir [Weid(] pour 'annonce et le livre [Wei48] pour une
démonstration compléte) que la fonction zéta de C était de la forme :

___ PO
S ()



ou le polynéme P(t) est dans 1 + tZ[t], a pour degré 2g et les inverses de ses racines ont pour
valeur absolue ,/g. On en déduit la majoration suivante :

IC(F)| — (g +1)| < 29v/q. (majoration de Hasse-Weil)

Fonction zéta d’une grassmannienne. La grassmannienne Gy, ,(F,) est la variété compo-
sée des sous-espaces de dimension r dans I'espaces affine de dimension r. Contrairement aux
exemples précédents, on ne peut pas considérer que c’est une hypersurface, mais la fonction
zéta se définit de la méme maniere ; le nombre de points de cette variété est juste le nombre de
sous-espaces vectoriels de dimension r dans F}' :

(" =1)(¢"—q)...(¢"—¢")

‘Gn,r(EJH = (¢" — 1)<qr _ q) .. (q”” — qr_l) .

Par exemple :

(¢* =1)(¢* —q)
(¢ = 1)(¢* — q)

En fait, on peut montrer que |Gy ,(IF;)| est toujours un polynéme en ¢; pour cela, il suffit
d’utiliser la relation de récurrence suivante :

‘GnJ(Fq” = ‘Gn—l,T(Fq” + qnir|Gn—1,T—1(Fq)|a

puis raisonner par récurrence pour obtenir :

G2 ()| = =(@+1D)(@P+q+1)=¢"+¢*+2¢* + ¢+ 1.

‘Gn,r(Fq” = bO —+ blq + -+ bn(n—r)qn(n_r).

En fait, le coefficient b; est égal au nombre de r-uples 0 < k; < -+ < k. < n —r tels que
ki + -+ ky =i (voir [And76l § 3.3 p. 35-34 et § 13.2 p. 212-214]). On reconnait les nombres
de Betti de la grassmannienne complexe tels qu’ils ont été calculés par Ehresmann [Ehr34,
théoréme p. 409]. A titre d’exemple, on peut écrire explicitement les partitions correspondant
aux différents entiers b; de G4 o(F,) :

NOMBRES DE BETTI by=1 b =1 by =2 bs3=1 by=1
PARTITIONS (0,00 (0,1) (0,2),(1,1) (1,2) (2,2)

Fonction zéta d’une hypersurface diagonale. Dans son céleébre article de 1949 [Wei49]
(c’est I'article ou il énonce ce que I'on appelle aujourd’hui les conjectures de Weil), Weil détermine
la fonction zéta des hypersurfaces diagonales D, : aw‘f 4 +apzd =0lorsque g =1 mod d :
(=t

Micosa (1= (D" an) o (@) I o X))
nls14-+sp

Z t) =
Da/% (1) (1T—t)1—qt)...(1— ¢ 2t) ’
ou J(x°',...,x*") est la somme de Jacobi
J(Xsl,...,xs"): Z Xsl(ml)...XSn(ﬂ?n),

ZT1,...,xn €Ny

le symbole x désignant un caractere multiplicatif d’ordre d de F; (prolongé par x(0) = 0). Une

propriété importante des sommes de Jacobi précédentes est que |J(x®,...,x*")| = v/¢" 2 (le

caractére x étant supposé a valeurs dans C). Si on calcule le degré du numérateur, on trouve
(d=D)"+(=1)"(
d

=1 Guidé par les exemples précédent, Weil a demandé a Dolbeault de calculer

les nombres de Betti de I’hypersurface complexe ala:il 4+ 4 anacfl = 0. Comme on peut s’y

attendre, ces nombres sont b, o = (dfl)nH;l)n(d*l) et b; = 1 ou 0 sinon (selon que i # n — 2

est pair ou impair).




3 Conjectures de Weil

Les exemples précédents ont amené Weil a formuler les conjectures suivantes (voir [Weid9)]).

Enoncé des conjectures de Weil. Soit X une variété algébrique projective lisse de dimension
m définie sur F,. Il existe (propriété de Lefschetz) 2m+ 1 polynémes Py, ..., Pa,, € 1+tZ[t] tels
que :

_ PiOPs(t). .. Poualt)
Po(t)P2(t) ... Pag—2(t)Pam(t)’

Zxr, (1)

ou Po(t) =1 —t, Poy(t) =1 — ¢™t et, si on écrit P;(t) = H?;l (1 — @, t) avec oy j € C, les oy
vérifient 1’hypothése de Riemann suivante :

| i = q2.
De plus, si on pose x = 21226 (=1)b; (on b; = degP;), la fonction zéta vérifie I’équation fonc-
tionnelle suivante :

1 mx
Zx x, <qmt> = 1q 2XtXZX/qu(t)-

Finalement, si X provient d’une variété complexe (par exemple, X est une hypersurface a coef-
ficients entiers), les b; sont les nombres de Betti de la variété complexe correspondante (et donc
X en est la caractéristique d’Euler-Poincaré).

REMARQUES. La rationalité a été montrée par Dwork en 1960 [Dwo60] pour des variétés quel-
conques (affines ou projectives, singuliéres ou non) gréace a des techniques p-adiques ; voir [Kob77,
chap. 5]. La propriété de Lefschetz, I’équation fonctionnelle et I'interprétation des nombres de
Betti ont été démontrées par Grothendieck et Michael Artin en 1963; voir [Gro64) [Gro66).
Finalement, Deligne a montré I’hypothése de Riemann en 1974 ; voir [Del74].

Cas d’une hypersurface. Dans le cas d’une hypersurface projective non singuliére, on peut
préciser un peu les conjectures de Weil. Soit X I’hypersurface de P*~! définie par I’équation
f =0 avec f € Fzy,...,x,) homogene de degré d et non singulier; la dimension de X est
m = n — 2. Dans ces conditions, Dwork [Dwo62, [Dwo64] a montré qu’il existait un polynéme

P(t) € 1+ tZ[t] de degré =D FCDATD o] que

P(t)-D"
1—t)(1—qt)...(1—q"2t)

ZX/Fq (t) = (

L’hypothese de Riemann permet de montrer que les inverses des racines de P sont toutes de
n—2
valeur absolue ¢ 2 .

4 Quelques exemples du phénomeéne de factorisation

Concernant les fonctions zéta, disons d’hypersurfaces, un phénomene intéressant peut se
produire : le polynéme P(t) peut étre produit de polynoémes du type Pi(¢™t),...,Px(¢"*t) ou
P1,...,P; proviennent eux-méme de fonctions zéta d’autres hypersurfaces. On va voir trois
exemples de ce phénomeéne : les courbes de Fermat, les hypersurfaces de Dwork, et une famille
de surfaces K3.



Les courbes de Fermat. Considérons les courbes de Fermat Fy : 2% + y% = 2¢; ce sont des
hypersurfaces diagonales donc on connait leurs fonctions zéta. Pour simplifier, on suppose que
g =1 mod d. Commengons par examiner le cas d = 4; pour simplifier un peu le résultat, on
considére la courbe projective C : z% + y* + 2* = 0 plutot que z* 4+ y* = z*. Sa fonction zéta
est :

(1 —agt + qt?)?
(1—-8)(1—qi)

oi1 E est la courbe elliptique d’équation affine y? = 23+ ; ce résultat est valable pour tout ¢, mais
lorsque ¢ =3 mod 4, on a a; = 0. Pour une démonstration de ce résultat, on pourra consulter
[Sch03] ; les méthodes utilisées sont complétement élémentaires (uniquement des sommes de
Gauss, des sommes de Jacobi et quelques transformations géométriques).

Le point le moins évident dans ce genre de probleme de facteurs de fonction zéta provenant
d’autres hypersurfaces est de trouver de maniere explicite les hypersurfaces qui interviennent.
Dans ce cas précis (voir [Sch03]), si on regarde ce qui se passe sur F5, on trouve que le numérateur
de la fonction zéta de C : 2*4y* 4+ 2% = 0 est (1 —2t+5t2)3; cela suggere déja que le numérateur
est le cube du numérateur d’une certaine courbe elliptique. Pour trouver les candidats possibles,
on regarde dans des tables et on voit que seules les courbes elliptiques d’équations affines y? =
3 4+ et y> = 23 + x + 2 ont pour numérateur de leur fonction zéta 1 — 2t 4 5t2. Le calcul
explicite des zéros de y? = 2% + z et de z* + y* + 2* = 0 grace aux sommes de Jacobi montre
que c’est y?> = x3 + 2 qui intervient et pas y? = z3 + x + 2.

Revenons a la courbe Fy : 2% +y? = 2. En général, il n’y a aucune raison que le numérateur
de la fonction zéta de Fy soit un produit de numérateurs de fonctions zéta de courbes elliptiques ;
par exemple, si on fait les calculs explicites pour d = 7 et ¢ = 29, on trouve :

1 — agt + qt?
avec ZE/E] (t) = 127%,

Zoyg,(t) =

7 (1) = (14t —27t% — 693 — 783t* + 841> + 24389t0)3(1 — 2t + 29¢2)6
Fr/Fzo (1—1t)(1—29¢)
P(1)*Q(1)°
(1 —t)(1—29¢)

Le polynome P de degré 6 est irréductible sur QQ, donc ne provient pas d’une courbe elliptique.
Par contre, c’est le cas du polyndéme Q de degré 2 (voir ci-dessous).

Une chose remarquable dans le cas des courbes de Fermat est que 'on peut donner des
équations explicites pour tous les facteurs composant le numérateur de la fonction zéta. Plus
précisément, lorsque d est premier, Faddeev a montré que, sur C, la jacobienne de z¢ + y¢ = 2¢
est isogéne au produit des jacobiennes de courbes du type

H, : yd =z"(1—12)°

ou r et s sont des entiers entre 1 et d tels que r +s # 0 mod d (voir [Roh78]). Ce résultat se
transpose sur [, (en supposant toujours que d est premier) : le numérateur de la fonction zéta se
factorise en un produit de numérateurs de fonctions zéta de courbes du type précédent (lorsque
d n’est pas premier, il faut faire un peu plus attention, car on peut devoir diviser par certains des
facteurs). Pour trouver les entiers r et s qui interviennent, on procéde comme suit (voir [GRTS,
p. 202]). On énumeére, a permutation pres, 'ensemble des (s1,S2,53) tels que 1 < s5; < d — 1
et 51+ s2 + s3 = 0 mod d. Une fois fait, on les regroupe sous P'action de (Z/dZ)* définie par
k- (s1,s2,s3) = (ksi, ksy, ks3). A chaque classe d’équivalence [s, so, s3] correspond la courbe

yd =z (1 —x)%2.

Quitte a choisir le représentant de [s1, s2, s3], on peut toujours supposer que s; = 1.



EXEMPLE. Considérons le cas d = 7. On trouve :

[31, S9, 53] NOMBRE DE PERMUTATIONS EQUATION
[1,1,5] 3 Yy =z(1 1)
1,2,4] 6 y' =x(1 —x)?

Les techniques de sommes de Jacobi exposées dans [GRTS8, p. 202] permettent de montrer
que les fonctions zéta de Hy 1 : y" = 2(1 — ) et Hio : y" = 2(1 — z)? sont

P(t)

ZHl,l/Fq (t) = 71 — qt et ZH1,2/Fq (t) = 1_

ou P(t) est de degré 6 et Q(t) de degré 2. Comme on s’y attend, le facteur Q(¢) provient
d’une courbe elliptique sur Q. Pour le voir, on peut remarquer que Hy o : y" = 2(1 — x)? est
birationnelle & la courbe de Klein 2%y + y3z + 23z = 0 (voir [EIk99, p. 67]) ; on obtient alors la
courbe elliptique en question comme un quotient (voir [EIk99, p. 68]). L’équation affine que 'on
trouve pour cette courbe elliptique est y? = 423 + 2122 + 28x. Il reste ensuite & montrer que
Q(t) est bien le numérateur de la fonction zéta de la courbe elliptique en question.

REMARQUE. Le phénomene d’apparition de facteurs provenant de courbes elliptiques dans les
courbes de Fermat qu’on a constaté pour d = 4 et d = 7 peut étre completement décrit. Koblitz
[Kob78] a élucidé les cas pour lesquels la jacobienne des courbes de Fermat sur Q font apparaitre
des facteurs provenant de courbes elliptiques et il est facile d’adapter ces résultats aux corps
finis. Plus précisément, on peut ainsi montrer qu’il existe un facteur qui provient d’une courbe
elliptique uniquement pour les courbes de Fermat dont le degré est un multiple d’un des nombres
suivants :

3,4,6,7,8,12.

(Les nombres de la liste précédente correspondent aux cas primitifs ; par exemple, 22! 4521 = 22!

héritera des courbes elliptiques de 23+ 1% = 23 et 27 +y” = 27; quant a 22 4+ y'? = 2'2, en plus
des courbes elliptiques héritées de 22 + 3 = 2 et 24 + y* = 2%, elle en aura de nouvelles.)

La famille X, : 7 + -+ + )y — nyxy ...z, = 0. Cette famille de variété a été étudiée

par Wan [Wan04] ; on suppose que n > 3. En tant qu’hypersurface, sa fonction zéta a pour forme
P(t)-v"

1—t) 1 —gqt)...(1 —q*2t)’

Zx, /R, (1) = (

N A ; (n=1)"+(=1)"(n—1)
ot P € 1+tZ][t] est un polyndome de degré +* —

dont les inverses des racines ont pour

valeur absolue y/¢"~2. Pour trouver la factorisation de P(t), on quotiente Xy,. Plus précisément,
soit G le groupe {(C1,...,Cn) € pult | C1-.- G = 1}/{(C, ..., ()} qui agit de maniére naturelle sur
X¢ via

(Cla .. ,Cn) . (.26'1, N ,.%'n) = (Clxl, .. ,(nxn)

Notons Yy, le quotient de Xy, par G. C’est une variété singuliere mais on peut calculer sa fonction
zéta (voir [Wan04, éq. (14)]) :

B Q"
Zy,r,(t) = (1=t —qt)...(1— ¢ 2t)’

ol Q € 1+ tZ[t] est un polynéme de degré n — 1 dont les inverses des racines ont pour valeurs
absolues /¢"2. Lorsque n|q — 1 (voir [Wan04, th. 7.3]) ou lorsque n est premier (voir [Hae04,
th. 9.5]), on peut montrer que :

P(t)

Q) = R(qt),



ou R € 1+ tZ[t] est un polynéme de degré (n—l)"—i—(;l)"(n—l)

— (n — 1) dont les inverses des
racines ont pour valeur absolue y/¢"~* (si n > 4). Il semblerait donc naturel que R proviennent
de « numérateurs » de fonctions zéta de variétés de dimension < n — 3. Wan dresse 1’état des

connaissances en la matiere.

3./ _1\3
Cas n=3. Le facteur R est de degré w — 2 =0 donc est égal a 1. Le seul facteur de la
fonction zéta est donc le miroir. En fait, on est en présence d’une courbe de genre 1, c’est-a-dire

d’une courbe elliptique. On peut la mettre sous une forme un peu plus usuelle, & savoir
y? — 3y 4+ 9y = a3 — 27(¢3 + 1).

Il n’y a pas de phénomene de factorisation car la fonction zéta est celle d’une courbe elliptique

sur Q :

1 — agt + qt*
ZXw/qu(t) = m, avec aq € 2.

Cas n = 4. Le facteur R est de degré w — 3 = 21 — 3 = 18 et devrait normalement

provenir de variétés de dimension 0 (c’est-a-dire de points). C’est bien le cas, comme Dwork 'a
montré [Dwo69, § 6.j), p. 75] : le polynéme R est un produit de facteurs linéaires (1 £ ¢). Kadir
[Kad04l, § 6.1 p. 109-116] a fait des calculs explicites pour p < 41. Par exemple, lorsque p = 1
mod 4 et ¢ = 0, on peut montrer que :

Zx, k(1) = ! : - :
o/% ) = Gt 1) Gph (L apt PP 2) (1 () D pt)o(1—p2) 2

Les calculs de Kadir semblent indiquer que le coefficient a,, provient d’une forme modulaire de
poids 3 et de niveau 16. Voir http://modular.fas.harvard.edu/cgi-bin/mfd/mfe_eigenvalues.
py?code=16k3A7,5B1, 0%5D1 pour les 100 premiers coefficients.

Cas n = 5. Cette fois-ci, R est de degré 200. Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas
[CAIORV03] ont trouvé numériquement une correspondance entre ce facteur et un produit PP
(lorsque 9 # 0) ou P 4 et Pp sont des polynéomes de degré 8 provenant du numérateur des deux
courbes dont les équations sont A : y® = 2%(1 — z)3(1 — #x)Q et B 1y’ =22(1—2)*1 - #x)
respectivement :

PA(t)

Z s, (t) = g et Zg/r, (1)

_ Pg(t)
1—qt

De plus, lorsque ¥° = 1 (c’est-a-dire que I’hypersurface est singuliére), alors un résultat de Schoen
[Sch86] permet de montrer (voir [CAIORV03]) que, lorsque ¢ = p, Q(t) = (1 —ept)(1 —ayt +p3t?)
ou e = (g) (symbole de Legendre) et ot a, est le p-ieme terme du développement de Fourier
d’une la forme modulaire de poids 4 et de niveau 25 que 'on peut exprimer en termes de la
fonction 7 de Dedekind (voir [CAIORV03], § 12.1] et [Sch8&6l p. 109-110]) :

F(@) = n(a®)* (n(@)* + 5n(a)*n(q™) + 20n(a)*n(¢™)? + 25m(a)n(a®)* + 25m(¢™)*) :
=g+ @ +7¢ —7¢" +7¢° + 6¢" — 15¢% + 22¢° — 43¢" — 49¢'% — 284"3
+ 6¢" 4 41¢'6 + 91¢'7 + 22¢'® — 35¢"7 + 42¢%' — 43¢%% + 162¢* — 105¢**
— 98¢0 — 35¢%7 — 4248 +160¢%° + 42¢3" + 161¢>* — 301¢%3 + 91¢**
—154¢° — 314¢37 — 35¢3% — 1967 — 203¢** + 42¢*% + 92¢™ + 301¢*
+162¢% + 19647 + 287¢"® — 307¢" + 637¢°" + 196¢° + 82¢° + ...

Schoen a montré ce résultat en montrant que la fonction L du H? de I’hypersurface était la
fonction L de la forme modulaire en question.


http://modular.fas.harvard.edu/cgi-bin/mfd/mfe_eigenvalues.py?code=16k3A%5B1,0%5D1
http://modular.fas.harvard.edu/cgi-bin/mfd/mfe_eigenvalues.py?code=16k3A%5B1,0%5D1

CAS GENERAL. La question de trouver les variétés dont le facteur R provient pour n > 6 est
mentionnée comme ouverte par Wan.

Une surface K3. Voici maintenant un exemple dii & Ahlgren, Ono et Penniston [AOP02]. Ils
ont montré que la fonction zéta (affine) de Sy : 2% = xy(z + 1)(y + 1)(x + \y) est de la forme

1
1—p%t)(1 —ept)(1 — en?t)(1 — em’t)’

ZSA/Fp (t) = (

oue = (%) (symbole de Legendre), et le nombre algébrique 7 intervient au numérateur de la

fonction zéta de la courbe elliptique £, d’équation affine y? = (z — 1)(2? — /\LH) :

(1 — mt)(1 —7t)
1—qt ’

Ze, r,(t) =

Ils montrent également que lorsque A € Q \ {0, —1}, la surface Sy est modulaire si et seulement
si

Ae{1,8,5,—4,—% —64,— &}

Beukers et Stienstra ont montré que la surface singuliere S_; est également modulaire.

REMARQUE. Pour plus de précisions sur comment le lien entre la surface K3 Sy et la courbe
elliptique £y a été découvert, on renvoie a [BEWOIS| notes du chapitre 13, p. 467]. Ce probléme
est relié au calcul de certaines sommes de caracteéres appelées sommes de Brewer.
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