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Résumé. Le but de cet exposé est d’expliquer, suivant un article récent
de Remke Kloosterman, comment la cohomologie de Monsky-Washnitzer
permet de factoriser les fonctions zéta sur 'exemple des hypersurfaces de
Dwork Xy : 2 4+ -+ 4+ 2 — Azy ...z, = 0 oit X € Fy est un paramétre. Les
outils utilisés sont la description de la cohomologie du complément d’une
hypersurface (méthode de Griffiths) et la méthode de déformation de Dwork
qui permet de se ramener au cas plus simple ou A = 0 (hypersurfaces de
Fermat). On verra notamment le lien étroit entre les hypersurfaces de Dwork
et certaines fonctions hypergéométriques.

1. Introduction

Soit p un nombre premier, ¢ une puissance de p et f € F,[zy,...,x,] un po-
lyndome homogene de degré d non singulier (c’est-a-dire que f et les 387?,- sont sans
zéros communs non nuls dans Fg); on suppose que p ne divise pas d. Notons X
I’hypersurface de dimension n—2 de Pﬁ’l d’équation f = 0. Si r est un entier > 1,

on pose X(F;) = {x € P""}(F,) | f(x) = 0}. La fonction zéta de X est

= X (Fyr)| P
Iwm () = ik SRR =
x/z, (t) = exp (; r (owork) (1 — £)(1 —qt)...(1 — ¢*2t)’

(d=1)"+(=1)"(d=1)
7 .

ou P € Z[t] est un polynéme de degré

But de ’exposé : montrer I'existence d'une factorisation de P dans Z[t].

Idée : Si H*(X) est une cohomologie de Weil (par exemple la cohomologie étale

ou la cohomologie rigide) et si Frob est 'endomorphisme de H*(X) induit par
F: 2w 29 alors P(t) = det(1 — ¢ Frob|H"2(X)) est le polynome caractéristique



de Frob. Si on trouve une base B de H"?(X) telle que :

Matg Frob = )

alors on a une factorisation de P, factorisation a priori dans un Q,[t], mais en re-
groupant certains sous-espaces stables ensemble, on peut obtenir une factorisation
de P sur Z[t]. Le probleme de factorisation de la fonction zéta est donc ramené a
calculer une base convenable de la cohomologie puis étudier ’action du Frobenius
dessus.

2. Rappels sur la cohomologie

Comme on a besoin d’une théorie cohomologique dont on peut calculer explici-
tement une base, on regarde du c6té des cohomologies p-adiques. La cohomologie
de Monsky-Washnitzer est toute indiquée vu qu’elle est intimement liée a la coho-
mologie de de Rham d’un relévement en caractéristique nulle de X. Il y a néanmoins
deux inconvénients : la cohomologie de Monksy-Washnitzer ne concerne que les va-
riétés affines lisses et sa formule des traces est légerement différente. Notons que la
cohomologie de Monsky-Washnitzer n’est pas vraiment une cohomologie de Weil,
mais est intimement liée a la cohomologie rigide, qui, elle, en est une.

Rappels : définition de la cohomologie de Monsky-Washnitzer. Soit Z,
I'anneau de Witt de [F, ; son corps des fractions Q, est I'unique extension non rami-
fiée de Q, de degré o ot ¢ = p®. L’anneau des séries surconvergentes a coefficients
dans Z, est défini par

Zyz) = { > ¢t € Zy[[z]] | 3a,b >0, val(e;) + ali| > b}.

i€N"

Soit A = IF,[z]/I une variété affine lisse sur F, ot I est un idéal de F,[z]. Relevons
A en A = Z,[z]/1 une variété affine lisse. D’aprés un théoréme de Elkik, il existe
un idéal It de Z,(z)" tel que AT = Z,(x)T/I" soit sans torsion et AT @, F, ~ A.

La cohomologie de Monsky-Washnitzer de A est la cohomologie de de Rham du
complexe /2, D2, Q, ; on la note Hi;w (A, Q,). Ce sont des espaces de dimension
finie sur Q, [Ber97, cor. 3.2 p. 348].

Cas d’une hypersurface projective : passage au cadre affine. L’hyper-
surface X est projective mais U = P! — X est affine, donc on peut calculer sa
cohomologie de Monsky-Washnitzer. Puisque P*' =X U U, on a :

- (="
Zpn—1(t) = Zx(1)Z5(t) et donc Zg(t) = Z;X@()t) = f St)qn—lt'

Relevons le polyndéme f € F,[z] en un polynéme f € Z,[z] qui soit lui aussi lisse.
On note X I'hypersurface de P21 d’équation f = 0 et U son complémentaire ; ¢’est
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un ouvert affine. La formule des traces de la cohomologie rigide faisant intervenir
la cohomologie a support compact, on a, par dualité de Poincaré :

P(t) = det(1 — t¢" ' Frob ' H{aw (U, Q).

Notons également que H?A_V\I/(U, Q,) est le seul groupe de cohomologie intéres-
sant ; Hypw(U,Q,) est de dimension 1 et le Frobenius agit par l'identité dessus
tandis que les autres sont nuls (voir [Klo07, th. 3.8 p. 430].

Rappels sur la méthode de Griffiths. Griffiths (voir [Gri69]) a donné une
méthode pour décrire complétement H*1(U) lorsque U est le complémentaire
d’une hypersurface. Plus précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME 1 (Griffiths). Soit X une hypersurface de P"~'. Si U =P" ! =X, une
famille génératrice de H*=1(U) est donnée par les f%w ot g est homogene de degré
kdeg f—n et w=3" (=1 z;dry A .. dz; ... Adx, modulo les relations

(k — 1)h§7£ gi
G W= Fh1 W, (1)

ot h est un polynome homogéne vérifiant degh — 1 = (k — 1) deg f — n.

Démonstration. Voir [Gri69, prop. 4.6 p. 472]. OJ
REMARQUES.
1. Par linéarité, on peut bien sfir se limiter aux g de la forme 2~ =z~ gwn~!

avec les w; des entiers > 1. On a alors deg g = |w — T)| =wi+---F+w,—n
et donc la condition degg = kdeg f — n se récrit k = “1+=Fn (rappelons
que d = deg f), ce qui montre que d divise l'entier |w| = wy + -+ - + w,.

2. Pour les relations, on peut également, par linéarité, se limiter aux A de la

=
forme z¢~ 1 = x‘l“fl .. .xz"_l avec les a; des entiers > 1. La condition sur le

degré de h s’écrit |a| — 1 = (k—1)d (ou d = deg f). La formule (1)) se récrit

(% — D x%"_l(% ~ (a; — D=t ahim? | gt 5

7 W = = w.  (2)

3. Les relations sur le degré de g et de h proviennent du fait que les formes
doivent étre homogenes de degré 0.

4. La relation provient du fait qu'une (n — 2)-forme quelconque est du type

@zZ(—l)Zﬂ#dxl/\...dxi...dxj.../\dxn,
1<J
et donc :
n of n OA;
d _(k_1> j:lAjﬁj j:l%j
Y= Iz W= fh1

En choisissant tous les A; nuls sauf un qui est égal a h, on retrouve les
relations précédentes.



3. Cas des hypersurfaces de Fermat

Avant de s’attaquer au cas des hypersurfaces de Dwork, on traite d’abord le cas

des hypersurfaces de Fermat, c’est-a-dire des hypersurfaces avec f(zy,...,z,) =
24 + ...+ 2¢; le relévement qu'on prend de f est bien entendu f(z1,...,z,) =

¢+ ...+ 2% Les hypersurfaces X : f =0 et X : f = 0 sont toutes les deux lisses.

Onpose U=P" ! =X et U=P""! = X.

3.1. Base de la cohomologie

Explicitons les relations (2)) lorsque f(z1,...,7,) = 2{+ ... + z%. On a dans
ce cas % = dx?7! et donc devient :

a1—1 a;+d—2 an—10f a1—1 a;—2 -1
dk — D ...xf Sz me:(ai_l)xll B AN 5

Iz fh1
Récrivons cette formule sous une forme plus utilisable pour la suite. Posons w; =
a; +d—1et, si j #1i, w; = a;. Posons également v; = a; — 1 et, si j # i, v; = wj.
On a v; = w; — d et donc la formule suivante.

FORMULE DE REDUCTION.

p gt v aP Tt gie? 3)
W= w.
I dk—1)
/ . wy—1 an—l ,
Cette formule permet de réduire un w,, = =—7 ;" w dont 'une des coor-

fa
donnée w; est > d.

EXEMPLE. Prenons n = d = 3 c’est-a-dire '’hypersurface 2°+y3+2* = 0. Trouvons

par exemple la réduction compléte de wq a4y = xﬁﬁl’g w (k=4 car|w| =12 =4-3)
par application répétée de la formule :

3,.3,.3 1 233
xljxtixg, w = 3.3 x2§:3 w réduction par rapport a
503 W= B w » T
13 3.2 f2
3 11 )
_9 = — —w T
231 ’
Ainsi :
(333) = 33 3.59.1 7 (1)s (1,1,1)>

ou (a)y désigne le produit a(a +1)...(a+ k — 1) (symbole de Pochhammer, avec
la convention que (a)o = 1). Notons que, tout calcul fait :

1 11
W(3,3,3) = @W(l,l,l) = g ﬁ W(,1,1)-



A partir de cet exemple, on devine (et démontre) aisément la formule générale.

THEOREME 2. Soit s; — 1 le reste de w; — 1 dans sa division euclidienne par d
(donc 1 < s; < d) et k; le quotient correspondant. On a :

o \ (k- (),
réduction compléte de w,, = Wg.

sl ,
(@)l _Lsl

Démonstration. Voir [Klo07, lemme 5.1 p. 438]. O

REMARQUE. Sil existe i tel que w; = 0 mod d, alors w,, = 0 dans H{w (U, Q,).
Par exemple, si n = d = 3, alors w(z 33 = 0.

THEOREME 3. Une base de Hypw (U, Q,) est formée par les wy ot 1 < s; < d et
|s|] =51+ +s,=0 mod d.

Démonstration. Voir [KloO7, prop. 3.16 p. 434]. O

3.2. Action du Frobenius

THEOREME 4. Il existe cs € Qg tel que Frob(ws) = cswys 0t gs désigne (qs1, - - ., qSn),
chaque coordonnée ayant été prise entre 1 et d.

Démonstration. Voir [Klo07, lemme 6.1 p. 445]. O

REMARQUE. Les ¢, sont donnés comme somme d’une certaine série et ne sont pas
calculables en général. Cependant, lorsque ¢ = 1 mod n, on peut les décrire en
terme de sommes de Jacobi; voir [Klo07, rem. 6.2 p. 445].

COROLLAIRE 5. Pour tout s, notons Vs l’espace Vectg, (wyrs)ren ; ¢’est un espace
stable par le Frobenius et on a :

Hiw(U,Q)= &b Vi

s mod Xgq

ot la somme porte sur un systeme de représentant des s modulo la multiplication
par q.

De la décomposition Hypw (U, Qy) = Ds mod x¢ Vs on pourrait déduire une facto-
risation du polynome P ; malheureusement, cette factorisation serait une factorisa-
tion a coefficients dans @Q, et non pas dans Q. Pour obtenir une factorisation dans
Q[t], on va regrouper ensemble certains espaces V. Plus précisément, notons [s] la
classe de s sous 'action de (Z/nZ)™ (qui agit par homothétie : ks = (ksy, ..., ks,)
ou chaque coordonnée est prise modulo d). On peut écrire :

Hyw(U, Q) = P Wy, o W= @ V..
o] ()=



THEOREME 6. Le polyndme caractéristique Pig(t) = det(1 —tg" ! Frob™'|Wy) est
a coefficients dans Q et de degré égal au cardinal de [s]. De plus, si s et s sont
permutés 'un de Uautre, on a Py(t) = P (t). Ainsi :

1 Vs -
Zxm, () = 1—t)(1—qt)...(1—q2) < IL Pl ) !

[s] mod &,
ot 7y, est le nombre de permutés de [s].

Démonstration. Puisque W, = Vectg, (Wks) ke(Z/nZ)* il est de dimension égale au
cardinal de [s], nombre qui est donc aussi le degré du polynéme Py (t).

Le fait que si s et s’ sont permutés I'un de I'autre, alors Ppg(t) = Py (t) résulte
du fait que, dans le théoréme [} ¢; = ¢y vu que ¢ ne dépend que des s;, pas de
I'ordre dans lequel les s; apparaissent dans s.

Il reste a montrer que Ppg(t) est a coeflicients dans Q; cela résulte du fait
qu’il est le « polynéome P » de la fonction zéta d’une certaine variété obtenue par
quotient ; voir [KIoQ07, cor. 6.10 p. 448]. O

EXEMPLE. Prenons n = d = 5 (exemple étudié par Candelas, de la Ossa et
Rodriguez-Villegas [CAIORV00, [CAIORV04]). Voici la table des [s] & permutation
pres :

(1,1,1,1,1), (2,2,2,2,2), (3,3,3,3,3), (4,4,4,4,4) 1 permuté
(1,1,1,3,4), (2,2,2,1,3), (3,3,3,4,2), (4,4,4,2,1) 20 permutés
(1,1,2,2,4), (2,2,4,4,3), (3,3,1,1,2), (4,4,3,3,1) 30 permutés
Cela nous fournit donc trois facteurs Pjo 0,001, P[1,1,1,3,4) €t Pp1,1,2,2,4), tous de degré
égal a 4. Chacun des facteurs apparait a une puissance 1, 20 et 30 respectivement,
donc on a la factorisation suivante de la fonction zéta :

T (t) = P[OvoﬂvovolP%£1,1,3,4]P:[310,1,2,2,4]

Le résultat est en accord avec les calculs numériques de [CAIORV04].

4. Cas des hypersurface de Dwork

Sin est un entier premier a p et A € Q,, on pose fy = a7 +---+2 —Ax1 ... 2y,
Xy fa=0et Uy = P! —X,. L'hypersurface X, est lisse si et seulement si
A" £

Si A € F, est un parameétre, on posera fy = 7 4+ -+ + 2" — Axq...7, €t
A= nTeiCh(%) ou Teich désigne le caractere de Teichmiiller; c’est un relevement
dans Q, de . Lorsque A" # n", I'hypersurface X5 : f5x = 0 est lisse et il en est de
méme pour X, : fy = 0; posons Uy = P"~ 1 — Xj.

Notons que lorsque A = 0, on retrouve le cadre du § précédent (avec d = n).



4.1. Description de la base de la cohomologie

wy—1 anfl
- Ln

Pour tout w tel que |w| soit un entier divisible par d, posons w® = xlfik w.
A
On a un analogue du théoreme [3|
THEOREME 7. Une base de Hypw(Ux, Q,) est formée par les o™ ou 1 <s; < d et

|s|] =851+ -+ s, =0 mod d.
Démonstration. Voir [Klo07, prop. 3.16 p. 434]. O

4.2. Lien entre les cohomologies des hypersurfaces de Dwork
et de Fermat

Le but de ce n° est de décrire précisément le lien qui existe entre Hyw (Us, Q)
et H (Uo, Qq)

THEOREME 8. Soit A € Q, et sozt F W € Hypw(Ux, Q). On peut écrire :

.alg
— n
Srw= ch-i-k 1T>\jw
A 0
Lorsque X € Qg est suffisamment petit, la série est surconvergente en les x;, ce qui
permet de considérer que % w € Hirw (Up, Q).

Démonstmtz’on Il sufﬁt de faire un développement en série en utilisant I'identité
L= C]Jrk w5 voir [KloO7, § 4 p. 437]. O

(1-u)*

On a ainsi une application linéaire, définie pour A suffisamment petit, donnée
par

BO‘) . HnM_V\l/(UM Qq) - Hn 1(U0> Qq)
fg,’\’“ w — réduction compléte de K w dans Hypw(Uo, Q,)
Le fait remarquable est que l'on peut exprimer les coefficients de la matrice
B()) en terme de fonctions hypergéométriques.

THEOREME 9. Supposons que A\ € Q, soit suffisamment petit. Une réduction de
g1 pn—t

Wg\) =4 T
A

) w170 Wn+Jjo N
0 . n ’ A ? n . . (AN .
Z Ckﬂo A nFn Jot1 1 Jotn > <n) Ws+jo s
0<joen—1 pe T B e
Vi, joZ—w; modn

w est donnée par

ou s; — 1 est le reste de w; — 1 dans sa division euclidienne par n et ou

+00 k

ai,...,Q (a)r - (ap)i

F ’ Pog| = i T
p q(bl,...,bq ) I;(bl)k...(bq)k k!

le symbole (a)y désignant comme précédemment le produit a(a +1)...(a+k —1)

(voir page [4)).



Démonstration. Voir [Klo07, prop. 5.3 p. 439]. Il

REMARQUES.

1. La raison pour laquelle la somme sur j, porte uniquement sur les jo #Z —w;
est que si jo = —w; mod n, alors w,j, a un exposant dont le reste modulo
b est égal & n — 1 donc est nul dans Hypy (Ug, Q,) (voir remarque page [5)).
S w1
I3
car, comme on va le voir dans I’exemple suivant, il se peut que w,j, ait des
exposants > n.

2. la formule donnée dans le th. |§|n’est pas la réduction complete de it

3. Cette formule montre que B(\) laisse stable tous les espaces Vectg, (ng‘r)]) jEN-

EXEMPLE. (D’apres [Klo07, ex. 5.4 p. 441].) Prenons n = 3 de sorte que f, =
2 +y? + 2° — Axyz. Une base de Hw (Ug, Q) est donnée par w111y et w22).
Appliquons la formule du théoreme précédent pour w((;)m) = % w;onaw =

w2:w3:2,kz%z%zQetsi:wipourtoutietdonc:

2+jo 24jo 2+jo
T1T2X3 9o ;
Jo .3 Y3 - (2)3 A
f2 Z Ck+jo—1/\ sk Jo+1 % Jo+3 (3) Was+jo
o 0< T2 S Ly
jo;‘él mod 3
2.2 2 N 5 4 4 4 N
o 7393, 3 1373 . 3

=32 31353 5(5)° | w2z + 3N 3F2( 343535 (3)° | wuaa)-

373 313

Or, par définition, on a :

a,b,c\ a,b,c_\ a,b
3F2< C,d 71‘) _3F2< d,C ;x> _2F1< d ,.T),

et wua4) = %iw(l,m) (d’apres I'exemple page , d’ou :

T1T2T3 )\2 (47
w=——oF |35
R 54 3

2 2
3 (5\)3> w(i,1,1) + 2k (3 3 (§)3> W(2,2,2)-

)
1
3

1 11 2 2

A ) ’

W((1,)1,1) = F w =9l <323 ; (§)3> w(1,1,1) + AoFy (343 ; (§)3> W(2,2,2)-
A 3 3

Ainsi, la matrice B(\) est donnée, dans les bases (wéi7)171), w((;)Q,Q)) et (wa,1,1),W2,2,2))

par :



4.3. Espaces stables par le Frobenius

On commence par le résultat suivant, di a Katz, qui permet de relier 'action du
Frobenius sur les hypersurfaces de Dwork a celle sur les hypersurfaces de Fermat
correspondantes.

Rappelons avant cela ce qu’est 1’équation de Picard-Fuchs. Si w € H"71(U)
(cohomologie complexe), on peut, pour tout cycle v convenable, lui associer J,w.
Si on note (71, ...,7n,) une base de ces cycles, 'application w — ( o Wees o w)
ainsi définie est appelée application période ; sa matrice est la matrice de période,
notée P(A). Chaque w dépend implicitement du parametre A\ et on peut montrer
que f w se dérive par rapport a A; on obtient ainsi une équation différentielle, du
type -P(A) = C(A\)P()) pour une certaine C()) & coefficients dans Q(\) (ensemble
des fractlons rationnelles en A a coefficients dans Q). Cette équation a donc un
sens méme si on ne considere plus la cohomologie comme étant la cohomologie
complexe.

THEOREME 10 (Katz). Notons A(X) la matrice solution de l’équation de Picard-
Fuchs de Uhypersurface fy =0 pour la cohomologie de Monsky- Washnitzer.

(1) Pour tout X dans le disque unité ouvert, on a A(\) Froby = Frobg A(\7).
(13) Pour X\ suffisamment petit, on a B(\) = A()).

Démonstration. Voir [KloO7, prop. 4.1 p. 437] qui renvoie a [Kat68, lemme 2.10
p. 102, lemme 2.13 p. 103 et th. 2.14 p. 104]. U

Ce théoréeme permet, du moins lorsque A est suffisamment petit, de déterminer
la matrice du Frobenius de Uy. Lorsque A est un relevement d'un Teichmiiller, il
faut de prendre une limite pour obtenir le bon résultat (la matrice A(\) n’a pas de
limite, mais A(A\)~! Frobg A(A\?) en a une). La matrice A(\) est un prolongement
analytique de la matrice B()) et a donc la méme forme (il y a des zéros aux mémes
endroits).

THEOREME 11. Le Frobenius Froby laisse stable les Vectg, (wc(l;\),erj)jeN,keN.

Démonstration. ([KIo0T, th. 6.4 p. 446].) Puisque Froby = A(\)~! Frobg A(\?) et
que A(A) et B(\) ont la méme forme, il suffit de monter que 'espace précédent
est stable par Froby et par B(A). Or, en fait, on a mieux : Frob, laisse stable

Vectq, (w, w ))keN th. 4)) et B()\) laisse stable Vectg, (wgi)j)jeN (th. @) O

Comme pour les hypersurfaces de Fermat, on a des espaces stables, mais le
polyndéme caractéristique du Frobenius est a priori a coefficients dans Q,, pas
dans Q. Il nous faut regrouper les espaces stables entre eux. Plus précisément,
notons (s) la classe d’équivalence de s modulo laction simultanée de (Z/nZ)*
(qui agit par homothétie) et Z/nZ (qui agit par translation). Notant V , I'espace

Vectg, (wéélﬂ)jeNkeN et Wi a = @sry=(s) Vs,r, alors :

H U/\7 Qq @ W(S



THEOREME 12. Le polynome Py (t, \) = det(1 —t¢g"* Frob;1|W<s>,,\) est un poly-
nome a coefficients dans Q de degre égal au cardinal de (s). De plus, si s et s’ sont
des permutés l'un de lautre, alors Py (t,\) = Py (t, X). On peut donc écrire :

1 (=t
ZXx/Fq(ﬂ: (1—8)(1—qt)...(1—q"2t) < II Py ) )

(s) mod &,

ol s est le nombre de permutés de (s).

Démonstration. Voir [KIo07, th. 6.4 p. 446] et [KIo07, cor. 6.10 p. 448]. L’argument
est le méme que pour le th. [6] Le fait que si s et s’ sont des permutés I'un de Pautre,
alors P (t,\) = Py (t, A) résulte a la fois du fait que ¢, = ¢y et du fait que les
blocs correspondants dans B(A) sont les mémes (car ils ne dépendent que des s;,
pas de l'ordre dans lequel les s; apparaissent dans s). U

EXEMPLE. Si on prend n = 5, on trouve le méme résultat que dans ’exemple p. [6]
(les classes modulo (Z/5Z)™ sont les mémes que celles modulo Z/57Z et (Z/5Z)™).
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