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Résumé

Considérant la fonction z€ta d’une variété définie sur un corps fini, il arrive qu’elle se
factorise sur le corps des rationnels ; ce phénomene souleéve deux problématiques : peut-on
prévoir le nombre de facteurs et les puissances auxquels ils interviennent ? peut-on relier
ces facteurs a ceux de fonctions zéta d’autres variétés ? On verra comment, sur I’exemple de
certaines variétés de Calabi- Yau, on peut répondre a ces questions grace a la symétrie miroir,
les équations différentielles de Picard-Fuchs et les représentations dans la cohomologie des

automorphismes.
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§ 1. Factorisation de fonctions zéta

Notion de fonction zéta. Soit X une varié€té définie sur un corps fini F,. La fonction zéta de X
est la fonction génératrice exponentielle

Zojs, (1) = exp(z IX(E, )| - )

r=1 r

C’est une fonction rationnelle [Dwo60]. Lorsque la variété X est projective lisse, les conjectures
de Weil permettent de décrire de maniere relativement précise la forme de Zxr, (7). Par exemple,
si X c P"~! est une hypersurface projective lisse définie par un polyndéme de degré d,

P(l)(_l)n—l
1-01-gn...A—q"2)"

ou P € 1 + tZ[t] est de degré é[(d - 1"+ (=1)"(d — 1)] et les inverses de ses racines ont pour
valeur absolue g~/ (voir [Dwo62, Del74]).

Zxr, (1) =

Définition des hypersurfaces de Dwork. On suppose que ¢ = 1 mod 7 et on considere I’hy-
persurface X, ¢ P"~! d’équation

n n J—
X+ +x, —ngx;...x, =0.

ou ¢ € F, est un parametre. Elle est non singuliére si et seulement si " # 1. Deux groupes
agissent naturellement sur elle :



— le groupe A des racines de 1’unité qui agit par multiplication des coordonnées :

A={l, e G =10 .4 = AE..... O}

— le groupe S, des permutations qui agit en permutant les coordonnées.
Le groupe S, agit également sur A ce qui permet de former le produit semi-direct G = A x S,
qui agit naturellement sur X,,.

Factorisation de fonctions zéta.On s’intéresse au phénomene suivant : le polynome P se

factorise-t-il dans Q[#] ? Si oui, peut-on décrire les facteurs en terme de polyndme P d’autres hy-

persurfaces ? Peut-on prévoir le nombre de facteurs et les puissances auxquels ils interviennent ?
Voyons trois petits exemples sur lesquels on peut voir les problématiques qui se posent.

a. Si E est une courbe elliptique,

1 —a,t+ gt
(I-0(1~-gqt)

Le polyndme au numérateur est généralement irréductible donc il ne peut pas y avoir de
phénomene de factorisation.

Zgp,(1) =

b. Si C est la courbe de Fermat x* + y* + z* = 0,

(I —ayt+ gt*)}
(1= ~-gqt)

Pourquoi y a-t-il un seul facteur ? Pourquoi est-il élevé a la puissance 3 ? Provient-il d’une
courbe elliptique ? Si oui, laquelle ?

Zew, (1) =

c. Si C’ est la courbe de Fermat x* + y* = 24,
(1 —agt + qr*)*(1 — at + qr*)
(I -0 —q1)

Pourquoi y a-t-il deux facteurs ? Pourquoi I’un est élevé a la puissance 2 ? Proviennent-ils
de courbes elliptiques ? Si oui, lesquelles ?

Zeyp, (1) =

d. Lorsque n =35,

QR (gD Ra(g)"
(1 =01 —gn(1 - g1 - g1
ou degQ = 4, degR; = 8. Pourquoi n’y a-t-il que trois facteurs ? Pourquoi y a-t-il des
puissances relativement élevées (10 et 15 respectivement, a comparer au degré total de
204) ? De quelles variétés les trois facteurs proviennent-ils ?

Zx,w5(1) =

§ 2. Factorisation explicite
Commencons par des exemples simples illustrant trois méthodes pour deviner 1’origine de
la factorisation, avant de donner plus de détails sur deux des méthodes.

Notons C:x* +y* +z* = 0et C": x* + y* = 2%,
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Méthode n°1 En calculant |C(F5)|, on obtient la valeur de as (grace a la formule |C(F,))| =
1 +¢g—3a,). En regardant dans des tables listant les coefficients a, des courbes elliptiques,
on peut déterminer des candidats (2 savoir y> = x> + x et y* = x> + x + 2 en coordonnées
affines). Il suffit ensuite de calculer le nombre de points de ces courbes elliptiques grace
aux sommes de Gauss et de comparer avec la formule pour la courbe de Fermat pour
obtenir une démonstration du lien. C’est bien expliqué dans [SchO3]].

Méthode n°2 Considérons maintenant la courbe C’ dans 1’ouvert affine z = 1; ’équation de-
vient x*+y* = 1. On peut envoyer cette courbe sur la courbe elliptique E d’équation affine
Y2 = 1-X*via (x,y) = (x2,y) et (x,y) = (y,x%). On peut également I’envoyer sur la
courbe elliptique E’ d’équation affine Y* = X* + 1 via (x,y) - (3, ). L'existence de ces
morphismes explique géométriquement le lien entre les variétés, donc il est normal que
cela se retrouve sur les nombres de points.

Méthode n° 3 Cette méthode est plus mystérieuse. Les périodes de C sont

! xdx q

fld—x_B(__) ——— =B, Y fld—x_B(ll
o A= VY o Ja= P b Ja=@er P

On reconnait les périodes des courbes elliptiques E et E’ respectivement :

11

).

b dx T dx
S Bdh-BGh o [ S =BG
‘[() 1 _ x4 2’4 422 0 1 n 4° 4

Les deux derniers exemples sont tirés de [Nek06, p. 28-29].

2.1. Symétrie miroir

Prenons pour X une variété de Calabi-Yau et supposons qu’on en connaisse une variété
miroir Y. La variété Y est un candidat naturel pour une variété dont la fonction z€ta partage
un facteur avec X. Le premier exemple sur lequel le phénomene a ét€ mis a jour est celui de
la quintique de Dwork [CdIORVO3]] ; ce résultat a ensuite été généralisé a d’autres valeurs de n
[Wan06] puis pour une classe générale de variét€s de Calabi-Yau [EWO06]. On présente ici les
résultats de Wan sur les variétés de Dwork.

Considérons donc X, : x| +- - -+x; —nyx; ... x, = 0avec y" # 1 (pour que la variété soit non
singuliére). La variété miroir Y, de X, peut s’obtenir comme un quotient de X, (cela rejoint
la méthode n°2 géométrique précédente). Plus précisément, la variété miroir Yw s’obtient en
désingularisant le quotient Y, = X,,/A. On peut déterminer une équation de Y, a savoir

(yl +-- +yn)n = (nw)nyl - Yn-

La fonction zéta de Y, est (il n’y a pas besoin de désingularisé lorsqu’on étudie 1I’arithmétique
car la désingularisation n’introduit que des facteurs triviaux linéaires, donc la partie intéressante
de la fonction z€ta de Y,, est déja dans celle de Y,)

Q™"
A=0)(1-gn)...(1 —qg" 21
ou Qe 1 +1¢Z[t] est de degré degQ = n— 1 et on a P(r) = Q(1)R(?) avec R € 1 + ¢Z[t]. Le degré
de Q est tres petit devant le degré de Q (par exemple, pour n = 5, deg P = 204 contre deg Q = 4)
donc il reste beaucoup de facteurs a expliquer.

Zy, k(1) =



Remarque. — Le mot « miroir » provient du fait que X, et Yl,, ont (entre autres propriétés) des
diamants de Hodge symétrique. Par exemple, pour la quintique (n = 5),

1 1 1 i
0 0 0 0 0 0
0 1 0 i 0 101 0 101
1 101 101 | G 1 1 1 | B
0 1 0 i 0 101 0 101
0 0 0 0 0 0
1 1 1 i
X, Yy

A droite de chaque diamant, on a marqué la somme ligne par ligne. Cette somme représente les
degrés attendus dans les fonctions zéta ; pour Yy, il se trouve que les facteurs de degré 101 sont
linéaires :
Q()Ri(g?)*Ra(gn)"
(I =01 = gn(1 - g°0(1 - ¢*1)
Q)
(1 =01 = gn''(1 = ¢°n"'(1 - ¢°1)

Zx, (1) =

Zy, (1) =

2.2. Périodes

On se limite au cas n = 5 de la quintique de Dwork. Placons-nous sur C (on peut relever en
caractéristique nulle car i € [, donc est un nombre algébrique) ; les périodes s’€crivent sous la
forme

ws(lﬁ)=f W),
Vs

ou w est la forme différentielle holomorphe ne s’annulant jamais, les y, sont les cycles, indexés
par les s € (Z/nZ)" tels que s; # 0, 51 + --- + 5, = 0 et considérés modulo Z/nZ identifié a la
diagonale {(¢,...,1)}.

La propriété remarquable est que 1’on peut dériver par rapport a ¢ ces périodes et que ces
dérivées sont des combinaisons d’autres périodes. Cela fournit les équations de Picard-Fuchs.

Prenons un s dont les coordonnées ne sont pas toutes identiques ni toutes distinctes. L’ équa-
tion différentielle correspondante est hypergéométrique de degré 2 donc sa solution est donc
une fonction hypergéométrique ,F, dont les parametres dépendent de s. Une formule due a
Euler permet d’écrire cette fonction peut s’écrire sous la forme d’une période

f dx
V(1 = x)P(1 = Jex)e

ou a, b et ¢ dépendent de s. Cela indique un lien probable entre la fonction zéta de la quintique
de Dwork et des courbes du type y° = x4(1 — x)’(1 - #x)c.

Dans [CdIORVO03]], Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas ont déterminé numérique-
ment que

Ry (7)
1

R(1) = Ri(g))PRa(gD)"® o Z k(1) = avec A;:y’ =x*(1 - x)(1 - #x)S-f.
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Pour démontrer ce lien, on peut calculer le nombre de points de ces courbes puis, apres trans-
formation, reconnaitre ces facteurs dans le nombre de points de la quintique ; voir [GoulObl].

Ces résultats se généralisent en dimension supérieure : lorsque n est premier, on peut mon-
trer [GoulOal] que la fonction z€ta de X, fait intervenir, en plus du facteur provenant de la
symétrie miroir, uniquement des facteurs provenant d’hypersurfaces hypergéométriques ¢ A¢
d’équations

Y= agtxg (1 - P (A= x P - x - = x)P A - #xl cL X)),

Il y a tout un travail combinatoire pour trouver les ;, 8; et y tout en s’assurant que les dimen-
sions des variétés sont optimales. Plus précisément, on montre que

(ii) dim H; est impaire ;

(iii) toutes ces dimensions interviennent.

§ 3. Factorisation implicite

L’idée pour montrer que le polynome P se factorise et déterminer le nombre de facteurs et
leurs puissances est la suivante. On interprete le polynome P(f) comme le polyndme caractéris-
tique du Frobenius sur une cohomologie de Weil (par exemple, la cohomologie étale) :

P(7) = det(1 — rFrob*|H"2(X)),

et on recherche des sous-espaces E; de H.,” 2(X, Qp)Pim stables pour Frob* tels que
— det(1 — rFrob*|E;) € Q[1];
— les det(1 — ¢ Frob*|E,) est la puissance d’un polynome.
Il y a deux approches possibles pour ce probleme.

Approche p-adique Lorsqu’on prend une cohomologie p-adique adéquate, on peut exprimer
P comme le polynéme caractéristique du Frobenius pour la cohomologie de Monsky-
Washnitzer, qui a I’avantage de permettre des calculs explicites. On explicite une base,
on regarde 1’action du Frobenius sur cette base et comme il envoie un élément de la
base sur une combinaison des autres, cela permet de regrouper les vecteurs de la base en
sous-espaces stables. Il faut ensuite faire d’autres regroupements pour s’assurer que le
polynome résultat est dans Q[¢]. Voir [KloQ7]].

Approche £-adique Lorsqu’on prend une cohomologie £-adique, on dispose de résultats (en
général) plus puissants, comme la formule des traces de Deligne-Lusztig. Si G est un
groupe d’automorphismes de X définis sur [, HY 2(X, Qy) est un Q[G]-module et puisque
Frob commute avec les g, les composants isotypiques de ce Q[G]-module sont stables par
Frob ce qui permet de factoriser la fonction z&ta sur Q[z].

Nous allons donner quelques détails pour cette seconde approche (la mise en ceuvre com-
plete pour les hypersurfaces de Dwork est donnée dans [[GouQ7]).
Exemples 3.1.— Commencons par deux exemples.

a. Prenons E: x* + y* + 7% (c’est une courbe elliptique) et G = ;. On a HL(E, Q) = 2¢. Le
Frobenius étant dans le commutant de cette représentation, c’est un polyndme de degré 2.
Il n’y a donc pas factorisation en général, ce qui est ce a quoi on s’ attendait.

5



b. Prenons maintenant C: x* + y* + z* (c’est une courbe elliptique) et G = S3. On a Hét(E,
Q¢) = 26 ®2stds ; le commutant de cette représentation est Mx(Q) x Max(Q)® (§ 7). Le
Frobenius étant dans le commutant de cette représentation, le polyndme caractéristique
est un produit d’un polyndme de degré 2 et du carré d’un polyndme de degré 2. La factori-
sation qu’on obtient ainsi est donc moins bonne que celle qu’on a constaté précédemment
(cube d’un polynome de degré 2). La raison en est qu’il faut prendre en compte aussi
I’action des racines de 1’unité pour espérer avoir la factorisation optimale.

Ce qui se passe en général est que I'on a :

degré = multiplicité X dimension sur (Q du commutant ;

puissance = dimension de la représentation sur son commutant.

Détaillons comment obtenir la structure de Q[G]-module de Hgt(i¢, Q) lorsque n = 5. On
procede en deux étapes. La premiere étape est de déterminer la structure du Q,[G]-module ;
puisque G = A X Gs, on a besoin de connaitre la forme des représentations d’un produit semi-
direct sur un corps algébriquement clos. Cela est fait dans [Ser98, § 8.2, p. 78-79] ; on trouve
d’abord la structure de @g[A]—module :

Hgt(iw, Q) = @ mgya ol m, = n — nombre de a; distincts.

acA
(Le groupe A des caracteres de A s’identifie a {(ar,...,a,) € (ZInZY" | sy + -+ s, =
0}/{(b,...,b)}.) Les représentations irréductibles de G sont induites a partir des A x S, ou

S, est le stabilisateur dans S, de a € A. L’action de S, se fait par la signature ; on a donc
I’isomorphisme de Q,[G]-modules

Hzt(ilﬁ’ Qf) = @ ng IndSXISa (a ® 8)

acA mod S,

Pour déterminer 1’action de A et celle de S, on utilise la formule des traces de Deligne-Lusztig
[DL76! th. 3.2, p. 119] qui relie tr(g*|Hgt(Xw, Qy)) (les traces sur les autres cohomologies sont tri-
viales) a la caractéristique d’Euler-Poincaré /\(Xi. Dans le cas qui nous intéresse, Xf’; est soit une
hypersurface non singuliere soit une union disjointe de telles hypersurfaces, donc on peut calcu-
ler la caractéristique d’Euler-Poincaré grace a une formule de Hirzebruch [Gro66), cor. 7.5.(iii)].

Pour passer sur (Q, on construit directement (en adaptant la construction de Serre) des Q[G]-
modules W, dont I’extension des scalaires a @[ redonnent les Indgxsa (a ® &) précédents. Ceci
permet d’obtenir la décomposition du Q[G]-module Hgt(Xl,,, Qy) sous la forme (')

Hzt(XW’ Qf) = @ W, ®D, Vs

aeA mod S, x(Z/nZy*

ou V, = Homgg(Wg, Hgt(Xw, Q) et D, = Homgg(W,, W,). Le Frobenius agit sur ces compo-
sants isotypiques par Id®v, ol v, : v — Frob*ov donc le polyndme caractéristique correspondant
est (?)

Np, /o(det(1 — tv,|V,/D,))tmoa Ve,

1. On renvoie a [Bou58| § 3, n°4, prop. 9, p. 33] et [Bou58| § 1, n°5, th. 1, p. 15].
2. On renvoie a [Bou70| § 8, n°6, ex. 3, p. 101] et [Bou70, § 9, n°4, prop. 6, p. 112].
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Le degré du polyndme est donc égal a m, X dimg D,, et la puissance qui I’affecte a dimp, W,,
comme annoncé plus haut.

Voici un tableau détaillant ce qui se passe pour la quintique de Dwork. noter que les puis-
sances sont 30 et 20 au lieu de 15 et 10 comme dans le § précédent car, en fait, R; et R, sont
des carrés (la factorisation cohomologique est donc ici plus fine que la factorisation explicite
obtenue précédemment) :

[a] mod 6” Ma Sa Da dimDa Wa
[0’ 09 0, 0, 0] 4 65 Q 1
[0,0,0,1,4]

00023 2| & Q| 20
[0,0,1,1,3]

00221 2|&*xS ] Q5| 30
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