Mathématiques (L.3) — Quelques exercices supplémentaires
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§ 1. — Intégrales doubles a variables séparables

Rappels de cours

Une intégrale double de la forme || f[a bixed] f(x)g(y)dxdy peut se calculer en séparant les
variables :

b d
f f Fe) dxdy = ( f £ dx) ( f ¢ dy) .
[a;b]X[c;d] a c

Exercice 1.1. Calculer ff e VdxdysurD ={(x,y) e R*>||x| <1 et ye[0;1]}.
D

Corrigé de I’exercice 1.1. En utilisant la formule e**? = e’ et le faitque |x| < 1 & -1 <
x <1 & xe[-1;1], on peut séparer les variables :

1 1
ff e Vdxdy = ff ee”dxdy = (f e’ dx) <f e” dy)
D [—1:1]x[0:1] -1 0

= [e"]l_1 X [—e‘y](l) =(e—eHl-ehH= ’e —l-el+e? ‘

lx — 2|
y

Exercice 1.2. Calculer f[ dxdysur D ={(x,y)) e R?|0<x<3 et 1 <y<e}.
D

Corrigé de I’exercice 1.2. On calcule I’intégrale en séparant les variables :

[ 557 asor= ([ ([ 5)




La seconde intégrale se primitive directement ; pour la premiere, on enleve les valeurs absolues
en remarquant que :

x—2 six>2,
[x+2| = ]
2—-x six<2.

On adonc :
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§ 2. — Intégrales doubles par intégrations successives

dxd
Exercice 2.1. CalculerffD (1+x2);(ly+y2) ot D={(x,y)eR>|0<x<1et0<y<uxl.

Corrigé de I’exercice 2.1. On calcule en faisant deux intégrations successives :

dxd | *d |
ff ny > :f 2([ y2>dx:f > [arctan(y) [, dx
p (1 +x3)(1+y?) o 1+x o 1+y o 1+x
1
:f arctanxdx.
o 1+x?

Cette intégrale est du type [ #’u ot u(x) = arctan x donc se primitive en 1u? :
g yp p 2

1

dedy  _|1 o _Lmy o
ffD A+ +y?) [2(amanx) L -2(3) - 32

Exercice 2.2. Calculer ff dxdysurD ={(x,y) e R>|0<y<1 et |x <[y
D

Corrigé de I’exercice 2.2. On va faire deux intégrations successives. Avant cela, simplifions la
description domaine D. Puisque O <y < 1,ona|y| = y et donc |x| < |y| s’écrit |x| < y qui signifie
asontour —y < x < yetdonc D = {(x,y) e R*|0<y<1 et —y<x<y}.Onadonc:

1 ¥ 1 1
ff dxdy:f ([ dx>dy:f [x]);),dy:f 2ydy:[y2](l):.
D 0 -y 0 0



Exercice 2.3. (plus dur) Calculer || f[o;l]z |x — y| dx dy.

Corrigé de I’exercice 2.3. On va faire deux intégrations successives en écrivant

1 1
ff |x—y|dxdy=f f =yl dxdy
[0:1]2 0 0

Lorsque y est fixé, on a :

X—y six>y,
lx =yl = .
y—x S1x<Yy,

donc

§ 3. — Intégrales doubles par passage en coordonnées polaires

dxd
Exercice 3.1. Calculer f f T D ={(xy)eR |2+ <1 et x>0}

pl+x2+y?

Corrigé de I’exercice 3.1. On va passer en coordonnées polaires. Le domaine D est I’intersec-
tion du disque de centre (0, 0) et de rayon 1 et du domaine a droite de 1’axe Oy, c’est-a-dire que
r est compris entre 0 et 1 et que 6 varie entre —7 et 7 :




Onadonc A ={(r,0) e R, xR|0<r<1 et -5 <6< 7} Par suite,

dxd 9 by /2
f[ Bk ff rcoszrdrdez(f . 2olr> <f cosede)
I+ x%+y? l+r o 1+r )2
P+1-1 o ! 1
:(f Wdr)[smﬂ_n/f(fo 1= 1+r2dr>><2

:2[r—arctanr](1):2<1—;—r> =|2-

T
7l

Exercice 3.2. Calculer f[ xydxdyou D ={(x,y) e R? | x> +y* < 1,x>0 et y>0}.

D

Corrigé de I’exercice 3.2. On va passer en coordonnées polaires. Le domaine D est I’intersec-
tion du disque de centre (0,0) et de rayon 1 et du domaine a droite de I’axe Oy et en haut de
I’axe Ox, c¢’est-a-dire que r est compris entre 0 et 1 et que 6 varie entre O et § :

Onadonc A ={(r,0) e R, xR|0<r<1 et 0<6< 7} Parsuite,

1 /2
ff xydxdy:ffrcosersinerdrdQ:<f r3dr> ([ cos@sianO).
D A 0 0

La premigre intégrale se primitive directement tandis que la seconde est du type [ u'u ol u(6) =
sin @ donc se primitive en 1 :

24
4
;
xydxdy = [—
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§ 4. — Exercices de synthese

1 /2
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0
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oo =—

0

Exercice 4.1. Calculer f (x* + y*) dx dy lorsque :
D

@) D={(x,y)eR?|-1<x<0et0<y<1}
(i) D={(x,y) eR?|0<y<2et -y<x<y)}
(i) D={(x,y) eR* |1 <x*+)y* <3 et y >0}




Corrigé de I’exercice 4.1. La présence du x* + y* peut faire penser a passer en coordonnées
polaires, mais il faut faire attention que pour cela, il faut aussi que le domaine se décrive sim-
plement en terme de r et 6.

(@) Ici, le domaine est un carré, donc n’admet pas de description simple en terme de r et 6.
On ne va donc pas passer en coordonnées polaires, mais utiliser une autre méthode. Il est
possible de séparer les variables :

f (x2+y2)dxdy=ff xzdxdy+ff y* dxdy
D D D
0 1 0 1
=<f xzdx>(f dy>+<f dx)(f yzdy>
—1 0 -1 0
I T £t L T B )
= [?]_1 [vlo + [x]Z, [?

(i) La aussi, le domaine ne se décrit pas simplement en fonction de r et de 6, donc on ne
passe pas en coordonnées polaires. Vu la forme du domaine, on va faire deux intégrations
successives :

2 y 2 X3
f (x2+y2)dxdy=f (f (x2+y2)dx>dy:f oy
D 0 -y 0 3
2 3 03
-, (y?+y3—( v —yz(—y>)dy

_§f23d_§y_42 82 816 _[32
"3,V T3a, T34 T3 T 3]

(@iii) Cette fois-ci le domaine se décrit simplement en fonction de r et 6, donc on va passer en
coordonnées polaires. Tracons le domaine D :

s 3 3 [3]

y
dy

-y

Le cercle intérieur a pour rayon \/; = \/lj et le cercle extérieur pour rayon V3. Le domaine

333

V3 /2
ff (x2+y2)dxdy=ff rzrdrd9=ff r3drd0=<f r3dr) (f d9>
D A A 1/V2 -n/2
) [r_“}ﬁ X 1017, = 1 (V3) = ——

41wz 2 (\/_

LY PN
T4 4) |16

A correspondant est donc {(r,0) | r € [% V3] et 6 € [-Z;Z]}). Onadonc:
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