Mathématiques 3 (L2) — Quelques exercices supplémentaires

INTEGRALES GENERALISEES

|§ 1. — Calcul d’intégrales généralisées par primitivation| . . . . . . . 1
[§ 2. — Nature d’intégrales généralisées| . . . . . .. ... ... ... 3
IS 3. — Exercices complémentaires (plus difficiles)|. . . . . . . .. .. 6

§ 1. — Calcul d’intégrales généralisées par primitivation

Exercice 1.1. Convergence et calcul des intégrales suivantes.
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On rappelle que arctanA — 7 etarctanA — —7.
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Corrigé de I’exercice 1.1.

(@) Posons f(x) = e™*. La fonction f est continue sur [0 ; +o0o[ donc pour étudier la conver-
gence de I’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +00. Si
A>0,ona

A
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donc I’intégrale est convergente et f etdx=1.
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(i1) Posons f(x) = ;—2 La fonction f est continue sur [1 ; +oo[ donc pour étudier la convergence
de I'intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +o0o. Si A > 1,

on a
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donc I’intégrale est convergente et f — =1L

1 X
Posons f(x) = % La fonction f est continue sur ]0; 1] donc pour étudier la convergence
de I’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de 0. Si0 < e < 1,
on a
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donc I’intégrale est convergente et — =2
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Posons f(x) = ﬁ La fonction f est continue sur |—oo ; +oo[ donc pour étudier la conver-

gence de I'intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +oo et de
-00.S1iA>0>B,ona
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donc I’intégrale est convergente et f S =7
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Posons f(x) = xe™ . La fonction f est continue sur [0 ; +oo[ donc pour étudier la conver-

gence de I'intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +00. Soit
A > 0; puisque f(x) = xe™ est de la forme —%u’e“, elle se primitive en —%e“ et donc :
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donc I’intégrale est convergente et [ xe ™ dx = 5
0
Posons f(x) = xe™*. La fonction f est continue sur [0 ; +oo[ donc pour étudier la conver-
gence de I’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +00. Soit

A . . L, . . L . . z
A > 0; pour calculer fo xe~*, on fait une intégration par parties en dérivant x et en inté-
grante ™ :

A A
f xe™ = [—xe 5 + f edx=—Ae +[-e g = ~Ae —e +1 > L
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donc I’intégrale est convergente et f xe ™ =1.
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Posons f(x) = 5. La fonction f est continue sur [0; +o0o[ donc pour étudier la conver-

gence de I’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +00. Soit
A > 0. Puisque f(x) est de la forme u’e" elle se primitive en e“ :

A earetan x A
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donc I'intégrale est convergente et f dx = "* - 1.
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(viii) Posons f(x) = ﬁ La fonction f est continue sur [2 ; +oo[ donc pour étudier la conver-
gence de I’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +00. Soit
A > 0. Décomposons f(x) sous la forme —& + = -
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car 5 = ﬁ s 1 donc lnm s In1 = 0. Par suite, I'intégrale converge et

(ix) Posons f(x) = «C/%Txx La fonction f est continue sur ]0; 7] (car sinx > 0 sur ]0; 7[) donc
pour étudier la convergence de I’intégrale, il suffit de se preoccuper du comportement au
voisinage de 0. Soit 0 < & < 7. La fonction f est de la forme = Vi avec u(x) = sin x donc se

primitive en 2+/u :
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donc I’intégrale est convergente et

§ 2. — Nature d’intégrales généralisées

Exercice 2.1. Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra primitiver les fonctions.
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Corrigé de I’exercice 2.1.
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Posons f(x) = ;—2 La fonction f est continue sur ]0 ; +oo[ donc pour étudier la convergence
de I'intégrale, il faut s’intéresser au comportement au voisinage de 0 et de +00. Si0 < & <
A,ona

‘[Adx 1 .\
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donc I'intégrale est divergente.

AuUTRE METHODE. — C’est une intégrale de Riemann f avec a qui n’est pas < 1, donc

il y a divergence de I’intégrale au voisinage de 0. L’intégrale fo i—;‘ dx n’est donc pas
convergente.

Posons f(x) = lx La fonction f est continue sur ]0; +oo[ donc pour étudier la conver-
gence de I'intégrale, il faut s’intéresser au comportement au voisinage de 0 et de +oo. Si
O<e<A,ona

ii/)ﬁ [\/_]—2\/_ 2\e :oo+oo

donc I'intégrale est divergente.

AUTRE METHODE. — C’est une intégrale de Riemann f dx avec @ qui n’est pas > 1, donc

il y a divergence de I’intégrale au voisinage de +o0o. L’intégrale fo % dx n’est donc pas
convergente.

Posons f(x) = e*. La fonction f est continue sur R donc sur [0 ;+oo[. Pour étudier la
convergence de I'intégrale, il suffit donc de regarder le comportement au voisinage de
I’infini. Si A > 0,

A
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0
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donc I’intégrale f e* dx diverge.
0

Posons f(x) = x(x+2) La fonction f est continue sur R \ {-2,0} donc sur [—1;0[. Pour
étudier la convergence de I'intégrale, il suffit donc de regarder ce qui se passe au voisinage
de 0. Si —1 < £ < 0, on doit étudier
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donc I’intégrale f dx diverge.

X
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AUTRE METHODE. — Si—1 < x<0,onal <x+2<2d’ou

L1
x(x+2) 2|x

Pulsque I’intégrale = est divergente (c’est une intégrale de Riemann), on en déduit que

1 |x|

-1 x(x+2) dlverge par comparalson

Exercice 2.2. Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra comparer a des inté-

grales de références.
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Corrigé de I’exercice 2.2.

=

(@) Posons f(x) = 1‘;# Cette fonction est continue sur R* donc sur [1 ; +oo[. Pour étudier
la convergence de ’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de
I’infini. On a, puisque |cos x| < 1,

‘l—cosx |1 — cos x| 1+|cosx|<
x2 - x2 - x2 = x2
+oo
avec fl convergente (c’est une intégrale de Riemann fl L aveca = 2 > 1), dong,

par Comparalson, fl ! —3 dx est convergente.

(it) Posons f(x) = %‘ La fonction f est continue sur 0 ; +oo[ donc sur ]0; 1]. Pour étudier
la convergence de I'intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de O.
On a, puisque |cos x| < 1,

COS x

Vx

avec fo ~ convergente (c’est une intégrale de Riemann fo & avec a = 5 < 1), donc, par

|cos x| 1
<

< < —,
Vxoo Vx
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comparaison, fo G dx est convergente.




(iii) Posons f(x) = x1+:+1 Cette fonction est continue sur ]0;4+o0o[ (six > 0,ona x> +1> 1
donc le dénominateur ne s’annule jamais). Pour étudier la convergence de 1’intégrale, il
suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de +00. On a, puisque x'7/> + 1 > x!7/3,

L < ﬁ et donc

T =
x? x? - x? 1 1 1
X175 410 x5 +1 = X175 xg_z - xg_lsﬁ e
avec fl convergente (c’est une intégrale de Riemann fo Saveca = g > 1) donc, par
comparalson, r 1ntegra1e fo W dx converge.
(iv) Posons f(x) = . Cette fonction est continue sur R* donc sur ]0; 1]. Pour étudier la

convergence de I’ 1ntegrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de 0. On
al<x*+1<2,donc
x+1

1
= Z—,
X X

2+1

X

avec fo ‘if divergente (c’est une intégrale de Riemann fo o aveca =l quin’estpas < 1)

1

donc, par comparaison, I’intégrale fo "; dx diverge.

(v) Posons f(x) = % Cette fonction est continue sur R* donc sur ]0;1]. Pour étudier la
convergence de 1’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de O.

Lorsque 0 < x < 1l,onal <e* <eetdonc

avec fo d; divergente (c’est une 1ntegrale de Riemann fo = aveca =l quin’estpas < 1)
donc, par comparaison, 1’intégrale fo < dx diverge.
(vi) Posons f(x) = ¢ donc sur ]—o0; —1]. Pour étudier la

convergence de I'intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de —oo.
Puisque —1 < cosx < 1,onae™! < ¢ < e et donc
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avec f__ 9 divergente (c’est une intégrale de Rlemann [ o w

avec @ = 1 qui n’est pas
> 1) donc, par comparaison, 1’intégrale f_oo

§ 3. — Exercices complémentaires (plus difficiles)

Exercice 3.1.

+00 2

(i) Montrer que fo m

(i1) En faisant le changement de variable x = tan 6, calculer I’intégrale précédente. On rap-

dx converge.

6



pelle que sin> 0 = 1(1 — cos(26)) et limy_,.o arctan A = Z.

Corrigé de I’exercice 3.1.

(@) Posons f(x) = ﬁ La fonction f est définie et continue sur [0;+oo[ donc le seul

probléme possible est au voisinage de +oc. Puisque x> < x* + 1, ona:

2 2
X X 1
Vx>0, [f(x)|< =—=—.
> f (x2)2 x4 x2
+ L. . + 2 ,
Comme fo = ‘;—3‘ converge, on en déduit, par comparaison, que fo = (1:‘7)2 dx converge éga-

lement.

(@) Soit A > 0. Faisons le changement de variable x = tan# dans I’intégrale fOA ﬁ dx.

Comme on I’a déja vu, f est continue sur i = [0; +oo[. La fonction ¢:6 — tan@ est C!
sur [0; 5[ avec ¢’(0) = 1 + tan” 6 et prend ses valeurs dans I = [0 ; +oo[. Finalement, on a
¢(0) = Oet p(arctan A) = A. Toutes les hypotheses du théoreme de changement de variable
sont donc vérifiées :

2
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- f b g
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Puisque 1 + tan* @ = —— et tan® 6 = Z‘gfzg, ona lf‘t“Tife = sin® @ et donc :
A xz arctan A 1 arctan A
f T dx = f sin” 0d6 = 3 f (1 — cos(20)) do
0 0 0

arctan A

! [9 - % sin(29)]

1
5 =3 (arctanA ~3 sin(2 arctan A)) .

0

On fait maintenant A — +00, ce qui donne, puisque arctanA — Z etsinzg =0 :

fA x? b o 1 (n ls'n() s
— = dx — = —=sin(n) ] = =.
s Aror ¥ a2\272 4

Exercice 3.2.

+00

(i) Montrer que f 7 al ] dx converge.
2 X

(i1) Vérifier que
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(iii) En déduire la valeur de I'intégrale.

Corrigé de I’exercice 3.2.
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Posons f(x) = ;ffl. La fonction f est définie et continue sur |1 ; +oo[ donc sur [2; +o0].

Pour étudier la convergence de I’intégrale, il suffit donc de se préoccuper du comportement
au voisinage de +00.

L’idée pour majorer Xffl est d’écrire i—jf xfi . et de montrer que xfi ; est borné. Pour cela, on
écrit
xt -1+1 1
= =1+ —-—-,
xt =1 xt =1 x =1
avec
1
x>2 = x*'>2'=4=z16 = ¥-1>15 = < —,
x*—=1715
et donc :
xt 1 16
<l+—==—.
x* =1 15 15
Ainsi,
4x | 4x 4x ¥ <4)(16_321
-1 -1 -1 T T 15 1588

+00 . » . +00
avec fl i—;‘ convergente (c’est une intégrale de Riemann fl %’f avec @ = 3 > 1), donc,
par comparaison, I’intégrale est convergente.

Ona,puisque (x — D(x+ 1) =x>-let(x*+ D> —-1)=x*+1:

—2x+ 1 N 1 _ —2x+x+1+x—1: —2x+ 2x
x2+1 x-1 x+1 x*+1 x2—1 x2+1 x2-1
_—2x(x2—1)+2x(x2+1)_ 4x
B -1 I

SoitA>2;o0na:

A 4x A4 2x A dx A dx
fzx“—ldx__fz x2+1dx+f2 x—ldx+f2 x+1dx

Les deux dernieres intégrales se primitivent directement ; la premiere intégrale est du type
f “ avec u(x) = x*> + 1 donc se primitive en In |u|. Par conséquent :

A
4 A
fz x4f1dx: —[1n|x2+ 1|]2 +[In|x — 1[]3 + [In|x + 1|3

=-In(A*+1)+In5+In(A+1)~Inl +In(A-1)-1n3

A+ 1DA-1 5 A2 -1 5
_@rba-b oo, i > In2
A2+ 1 3 Az +1 3 Ao+o 3
1-L .
vu que ﬁi;i = 1+:1; A:@letdonc ﬁi;i Nt 0. Par suite :

T 4y 5
dx =1n 2.
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