Mathématiques 3 (L2) — Quelques exercices supplémentaires
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§ 1. — Exercices de type controle

Rappels de cours

Formule d’intégration par parties. Si f et g sont dérivables a dérivées continues sur [a; b],
alors :

b b
f S (0)g(x) dx = [f(x)g)]; - f f(0)g'(x) dx.

Théoreéme de changement de variable. Soir f(x) une fonction continue sur un intervalle
I contenant [a; b]. Si ¢ est une fonction dérivable a dérivée continue telle que ¢ prend ses
valeurs dans I et telle qu’il existe c et d avec ¢(c) = a et ¢(d) = b, alors :

b d
f f(x)dx = f flo(®) - ¢' (1) dr.

On dit que ’on a fait le changement de variable x = ¢(t).

1/2
Exercice 1.1. (3 points) Calculer I’intégrale f ¢¥* dx en faisant le changement de variable
0

1/V2
x = t*. Donnée : te' dt ~ 0,406. On justifiera soigneusement I’application du théoreme

0
de changement de variable.

. . . ye s b

Corrigé de I’exercice 1.1. L’intégrale est du type fa f(x)dx avec f(x) = eV, a=0eth =
La fonction f est définie et continue sur I'intervalle / = R, qui contient [a ; b]. Posons ¢(?)
t*; la fonction ¢ est définie et dérivable a dérivée continue sur R et prend ses valeurs dans 1.
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Finalement, si on pose c = 0 etd = \/%, on a ¢(c) = a et ¢(d) = b. Les hypotheses du théoreme
de changement de variable sont réunies, donc :

1/2 b d 1/V2 1/V2
f eV dx = f f(x)dx = f Flp())g' (1) dt = f ?Oy' (1) dt = f eV’ 2rds
0 a c 0

0

132
= 2] te' dr ~ 2 - 0,406 = 0,812.
0

Exercice 1.2. (3 points) En effectuant deux intégrations par parties successives, calculer

f02 x2e *dx.

Corrigé de I’exercice 1.2. On pose f’(x) = e™* et g(x) = x> de sorte que
f(x)=2x et g'(x)=—-e".

Les applications f et g sont bien dérivables a dérivées continues sur [0 ;2] donc on peut appli-
quer la formule d’intégration par parties :

2 2 2
fo e tdx = fo f (g dx = [f(x)g)]; - fo f(0)g'(x)dx

5 2
= [_XZe—x] — f 2x - (—e_x) dx
0 0
2
=—4e?+0+ Zf xe *dx.
0
2

Calculons f xe " dx en refaisant une intégration par parties. On pose cette fois-ci f'(x) = e~
0
et g(x) = x de sorte que

X

f(x)=—-€" et g'x)=1.

Ces deux fonctions f et g sont bien dérivables a dérivées continues sur [0 ;2] donc la formule
d’intégration par parties s’applique :

2 2 2
f yodx = f F 0800 dx =[5 - f F0g'(x) d
0 0 0
2
= [—xe_x]% —f —e_xdx
0

2
=2e2+0+ f e dx.
0

2
L’intégrale f e~ dx se calcule par primitivation :
0

2
f e dx = [—e_x]% =—e2+1,
0



d’ou

2 2
f Xle ¥ dx = —de? + 2[ xe " dx = —de? +2x (-3¢ +1)=—10e2 + 2.
0 0

Exercice 1.3. (5 points)

2
(@) (1 point) Calculer f (x+ 1D(x—2)dx.
0

1
(i) (1 point) Calculer f (E + \/ﬁ) dx.

@@ii) (1 point) Rappeler la formule d’intégration par parties (on n’oubliera pas d’en préciser
les hypotheses).
1

(iv) (1 point) Calculer, en intégrant par parties, [ 2xe* dx.
0

1
(v) (1 point) Faire le changement de variable x = > dans ’intégrale f ¢V* dx. En déduire
0

la valeur de cette intégrale.

Corrigé de I’exercice 1.3.

(i) Ona:

2 2 2
f(x+1)(x—2)dx:f (x2+x—2x—2)dx:f (x* —x—2)dx
0 0 0

2 2 2
:fxzdx—fxdx—Zf dx
0 0 0

ARG
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(@)

(#ii)

@)

»)

Ona:

1 d
f<—+ 3x>dx:f—x+\/§fxl/2dx
X X

X1/2+1
=Inlx|+ V37— +C
§+1

2V3
:ln|x|+T\/_x3/2+C.

Voici la formule d’intégration par parties.

Formule d’intégration par parties. Si f et g sont dérivables a dérivées conti-
nues sur [a ; b], alors :

b b
f f/(0g(x) dx = [f(0)g)], - f F(0)g' (x) dx.

En vue de simplifier I’intégrale, on va dériver x (ce qui permet de se ramener a une
constante) et on integre e*. On pose donc f'(x) = e et g(x) = 2x de sorte que :

fx)=¢€" et g'(x)=2.

Puisque f et g sont bien dérivables a dérivées continues, on peut appliquer la formule
d’intégration par parties :

1 1
foexdx:f f(x)g(x)dx
0 0
1
= [fwg)], - fo g (x) d

= [2xex]; - f 1 2¢* dx
0

=2e — 2[ex](1)
=2¢—-2(e-1)
=2,

L’intégrale est du type fa b f(x)dx avec f(x) = eV, a = 0etbh = 1. La fonction f est
continue sur / = R, qui contient [0; 1]. La fonction définie par ¢(¢) = > est dérivable a
dérivée continue sur R avec ¢’(f) = 2t et prend ses valeurs dans R, = I. Finalement, si on
posec = 0etd = 1,0n ap(c) = aet(d) = b. Toutes les hypotheses de la formule de
changement de variable sont vérifiées et donc :

1 b d 1 1
f eV dx = f f(x)dx = f o) () dt = f eV x 2tdt = f 2te' dt.
0 a c 0 0

On reconnait I’intégrale de la question précédente et donc :

1
f eV dx = 2.
0



Exercice 1.4. (5 points)

1
(i) (1 point) Calculer f (4x° + (2x)° — 3x) dx
0
1
(ii) (1 point) Calculer f ((7x)1/4+ 5) dx

1
@@ii) (1,5 points) Calculer, en intégrant par parties, f (x + De** dx
0

&4

@iv) (1,5 points) Calculer, en utilisant un changement de variable f _
2 x(In x)?

Corrigé de I’exercice 1.4.

1
7
(i) Ona f (4x° + (2x)° = 3x)dx = ¢ En effet:
0

1 1 1
f(4x +(2x)° - 3x)dx =4 fxdx+8 Xdx - 3[ xdx
_ x
- Zo
1 1
( ) 8 (5- )— (z-)
3 7
t2-3 6

4+ 12
6

o IS -l>

1 a7 1
(ii) On a f ((7x)1/4 + 5—) dx = T‘/_xS/“ *+3 In|x| + C. En effet :
X

f (7)6)1/4+i dx:71/4fx1/4dx+lfldx
5x 5/J x

4 1
:\77~§x5/4+§ln|x|+c

(On rappelle que V7 est une autre notation pour 7'/%)

(iii) On a f (x + De* dx = 4_162 T En effet, faisons une intégration par parties en dérivation
0

x + 1 et en primitivant ¢>* ; on pose
f(x)=e* et gx)=x+1,

de sorte que :

f(x):%ezx et g'(x)=1.




Les fonctions f et g sont C! donc on peut appliquer la formule d’intégration par parties :

1 1 1
fo (x+ 1)e dx = fo £ (g0 dx = [F)g]} - fo (g () d

1y 1 [
= <€2—§> _Efo e* dx
1l
T AN Y il B E R AT Y |
2 212, 2 2\2 2
1 1 1 3 1
— 2 _ __ 2, - _Z,2_
TCTTETITY T,
64 1
(iv) On a f dx = - en faisant le changement de variable 7 = In x ¢’est-a-dire x = ¢'.
2 x(In x)? 4
En effet, I'intégrale est du type |, b f(x)dx avec f(x) = m, a = e*eth = ¢* Lafonction

f est définie et continue sur / = R’ qui contient [€?; e*]. La fonction définie par ¢(¢) = ¢’
est dérivable a dérivée continue sur R et prend ses valeurs dans 1. On a ¢’(f) = ¢’ et si on
pose c = 2etd = 4,0n a ¢(c) = aetp(d) = b. Toutes les hypotheses du théoreme de
changement de variable sont vérifiées, et donc :

4

e 1 b d
f _dx = f £ dx = f Flp)g () di
2 Xx(Inx) a ¢
4 4 4
B @'(1) _[Te o [Tdr
‘fz 2010 (1)) dl‘fz =), e

[t

ReMARQUE. En fait, ici, il n’y a pas besoin de faire un changement de variable, on est en
présence d’une intégrale du type [ Z—z avec u(x) = In x; la primitive de Z—z est —i et donc :

4

fe 1 J 1 1 N 1 1 N 1 1
X=|—— = —— _— = - = —,
.2 x(In x)? Inx|, Ine*  Ine? 4 2 4

Exercice 1.5. (3,5 points)

1
(@) (1 point) Calculer f (x* = 3)2x + 1) dx
0



(ii) (1 point) Calculer f ( —4e3x> dx

1
(5x)1/7

3
@@ii) (1,5 points) Calculer, en intégrant par parties, f x*/*1nxdx
1

Corrigé de I’exercice 1.5.

1
31
(i) Ona f (x2 -3)2x+ 1)dx = e En effet, on a, en développant :
0

1 1
f(x2—3)(2x+1)dx:f 2x* + x> — 6x - 3)dx
0

1 1 1 1
fxdx+fx2dx—6f x—Sf dx
0 0 0 0
X B lxz]l 1
=2— —| =6|=—| —3[x]
[ ][5, e[5] o
-0 l 0 6l 0 3-(1-0
L) o
-3

_3+2-36 31

1 7 4
i1) O — 4 |dx = 6/7 _ Z ¢3 4+ C. En effet :
(ii) naf((Sx)l/7 e ) X 6\7/§x 3¢ n effe

1 3x 1 -1/7 3x
[(W—4e )dxzzwfx dx—4 e dx

L7 ¢ e*
=—|z 4| —=|+C
%[6’“ ] [3
T e s
:6\7/3x —3e€ +C

(On rappelle que V5 est une autre notation pour 5'/7)

49
parties en dérivant In x et en primitivant x*/# ; on pose :

3
48 16
(iii) On a f *1nxdx = - 33/4 In3 - 334 4 19 En effet, faisons une intégration par
1

f(x)=x" et gx)=Inx,
d’ou:
4 1
fy =3 et gxn)=-.
7 X
Ces deux fonctions sont bien dérivables a dérivées continues sur [1 ; 3] donc on peut appli-

7



quer la formule d’intégration par parties qui s’écrit :

3 3 3
f M nxdx = f f' (g0 dx = [f(x)gW]; - f g(x)g'(x) dx
1 1 1

3
= L—Lxmlnx —f L4 x*dx
7 1 1 X 7

4 4 3
:(?37/41n3—0>—7f1 X dx

3

LT g g
7 717 |
4 16 16
- _ 37/41 3 37/4
T 49
12 48 16
=—=31mn3-—3"4
7 TS 49

In2

Exercice 1.6. (2,5 points) Le but de cet exercice est de calculer Ve* — 1dux.
0
2

t 1
(@) (1 point) Montrer que T =1- T puis en déduire la valeur de j(; T

In2

(@) (1,5 points) En déduire la valeur de f Ve* — 1 dx (on fera le changement de variable
0
x =1In# + 1))

On rappelle que arctan 1 = 7 et arctan 0 = 0.

1 2

Corrigé de I’exercice 1.6.
(i) Ona:

1 2+1-1 12

1— = =
£2+1 £2+1 £2+1

et donc :
1 2 1
t 1
dr = 1- dt
[0 2+1 f < £+ 1)
f dt — f Td= [t], — [arctan t];

=(1-0)- (arctan 1 — arctan 0)

T
-1-=
4

(ii) L'intégrale est du type fa b f(x)dx avec f(x) = Ve*—1,a = 0 et b = In2. La fonction f
est définie et continue sur / = R, (en effet, lorsque x > 0, onae* > 1 donc e* — 1 > 0).
La fonction définie par ¢(f) = In(#? + 1) est définie et dérivable a dérivée continue sur R
et prend ses valeurs dans / = R, (en effet, > + 1 > 1 donc In(#*> + 1) > 0). De plus, si on
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pose c = 0etd = 1, 0n a ¢(c) = a et p(d) = b. Toutes les hypotheses du théoreme de
changement de variable sont réunies :

b d
Ve"—ldXZf f(x)dx=f fle@)¢' (1) dt

1
:f Veln@+1) _ 1. 2t dr
0

2 +1

In2

0

1
2t
:f‘/t2+l—1- dr
0

2 +1
1 2
t
[
o *+1

(-3

en utilisant le résultat de la question précédente.

§ 2. — Exercices supplémentaires sur les fractions rationnelles

Exercice 2.1. Voici quelques exemples d’intégrales qui peuvent se calculer par de simples
manipulations algébriques.

1 b d
(@) En écrivant 2.7 sous la forme T f > + P calculer f 2 f 4

2 b 2
(i) En écrivant al sous la forme a + , calculer f al dx.
3+x X X

2

(iii) En écrivant

b x?
sous la forme a + ——, calculer dx
1+ x? 1

+ x2 +x2

Corrigé de I’exercice 2.1.

(i) On réduit au méme dénominateur :

2 -2
vieR\(z2), —9_4 b __4&x*2d | bx—2)
x—2 x+2 (x-2(x+2) (x-2)(x+2)
_ax+2a+bx—-2b (a+b)x+2a-2b
B xr—4 B xr—4 '

On adonc:

a b 1

R\ {£2 =
vreRA 2, x—2+x+2 x> -4

(@a+D)x+2a-2b 1
x> -4 2 -4

— VxeR\{£2}, (@+bx+2a-2b=1

— VxeR\{£2}, (@+b)x+2a-2b-1=0

— VxeR\ {2},




Ainsi, le polyndéme (a + b)x + 2a — 2b — 1 = 0 est nul pour une infinité de valeurs de x;
cela est possible si et seulement ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire que :

b 1 b=0
VreR\(+2), —X &+ :»{“

X—2 x+2 -4 2a-2b-1=0
{a+b:0
= |
a—b:E
{bz—a
= X
26125
= {a:il
b:—z

On a donc montré que :
111 1 1
XX—4 4x-2 4x+2
On integre membre a membre la formule précédente, ce qui donne :

fdx _1fdx 1fdx
-4 4] x-2 4J x+2

. : dx : .
On utilise maintenant la formule f aaC In|x + a| + C, ce qui fournit :
x+a

Vx e R\ {£2},

x—2
x+2

dx 1 1 1
fx2—4 = Zlnlx—2|—11n|x+2|+C:A—11n

|+C.

RemarQuUE. Ce résultat se généralise (avec la méme démonstration) :

f dx 3 1 In
2-a? 2a

(@) 11 est possible, comme dans la question précédente, de trouver a et b en résolvant un
systeme. Ici, on peut néanmoins remarquer immédiatement que :

2x x+3-3 6
=2 =2 —
3+x 3+x 3+x
et donc prendre a = 2 et b = —6 convient. On a ainsi :

2x 6 dx
f3+de—f<2—3+x)dx—2fdx—6f3+x

(Zif) La aussi, on pourrait résoudre un systéme pour trouver a et b, mais on peut aussi remarquer

X—« .
+C oua>0.

X+«

=2x—-6In]3+ x|+ C.

que :
X2 _ X+1-1 _ 1
1+x2 1+x2 1+ x2°
et donc les choix a = 1 et b = —1 conviennent. On a ainsi :

x2 1 dx
fl+x2dx:f<l—1+x2>dx:fdx—f1+x2:x—arctanx+C.
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