Mathématiques (L.3) — Quelques exercices supplémentaires
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§ 1. — Optimisation contrainte a deux variables

Exercice 1.1. On considere la fonction f(x,y) = x*>+y?—4xy soumise a la contrainte x>+y> = 8.
Quels sont les extremums de cette fonctions ?

Corrigé de I’exercice 1.1. On doit résoudre un probléme d’extremum pour une fonction de deux
variables soumise a une contrainte donnée sous forme d’égalité. On utilise donc la méthode du
Lagrangien. Posons ¢(x,y) = x> + y*. Les fonctions f et ¢ sont des polyndmes donc admettent
des dérivées partielles continues de tous les ordres sur 1’ouvert U = R,

Régularité de la courbe de contrainte. Avant toute chose, on vérifie que la courbe de contrainte
¢(x,y) = 8 est réguliere. Pour cela, on montre que le systeme suivant n’a pas de solutions :

2=0 2x=0

B x:y:O
= =0 — {2y=0 =

y 0=8
¢(x,y) =8 Xty =8

La derniere équation est impossible, donc le systeme n’a pas de solution.

Points stationnaires du Lagrangien. On forme le Lagrangien
L(x,y, ) = f(x,9) = Ap(x,y) = 8) = x* +y* = 4ay = AF +* = 8),

et on détermine les points stationnaires, ¢’est-a-dire les solutions du systéme suivant :

L=0 2x—4y-21x=0
5=0 & 2y—4x-2ly=0
oL _ 2 2 _

M_O x"+y =8



Notons que, d’apres les deux premieres équations, si x ou y est nul, alors ils le sont tous les
deux. Or, d’apres la troisieme équation, x et y ne peuvent pas €tre nuls en méme temps, donc x
et y sont nécessairement non nuls. On peut donc diviser par x et y a volonté :

A== Q1= =¥ Q=2 1= 2
A= )—y2x — x—x2) = "% = {xy-20=ay-2x2 = {x2=)?
¥ +yP=38 ?+y* =38 ¥ +yP =8 ¥ +y’=8
=2 e X =42
= (P =y ={x2:yg:4 = y=i22
2 _ _xY
2x =8 A==

On trouve donc les quatre points stationnaires suivants :

le point (x*,y*) = (2,2) auquel correspond A* = —1;

le point (x*,y*) = (=2,2) auquel correspond 1* = 3;

le point (x*,y*) = (2, -2) auquel correspond 1* = 3;

le point (x*, y*) = (-2, -2) auquel correspond 1" = —1.

Nature des points stationnaires. Pour chacun des points stationnaires précédents, puisque les
fonctions admettent des dérivées partielles d’ordre deux continues, on peut déterminer leur
nature en examinant le signe de la forme quadratique hessienne sur les espaces tangents.

L’espace tangent a la courbe de contrainte ¢(x,y) = 8 en (x,y) = (x*,y") est ’espace vecto-
riel 7 donné par

0 0
u,v)eT = —()O(x*,y*)u + —"O(x*,y*)v =0 & 2xu+2y'v=0
ox ay
— xXu+yv=0.
La forme quadratique hessienne au point (x*, y*, 1*) est donnée par
azL £ % *\ . 2 azL * K * 02L £k *\. .2
Q(M,V) = ﬁ(x >y ’/l )I/t +2%()€ >y aﬂ )MV+ a_yz(-x >y ’/l )V
= (2 =2 — Suv + (2 = 24" W*
NATURE DU POINT (x*,y*) = (2, 2). Pour ce point, on a 1" = —1,
uv)eT & v=—-u et Ou,v)=4u>—8uv+ 47
Soit (u,v) € T,on a (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,

O, v) = O(u, —u) = 4u® + 8u” + 4u* = 16u* > 0,

donc le point (x*, y*) = (2, 2) correspond a un minimum.

NATURE DU POINT (X", y*) = (-2, —-2). Ici (ce n’est pas le cas en général), le calcul est le méme
que dans le cas précédent, donc le point (x*, y*) = (2,2) correspond a un minimum.

NATURE DU POINT (x*, ¥*) = (-2, 2). Pour ce point, on a 4* = 3,

(u,v)eT < v=u et Q(u,v):—4u2—8uv—4v2.
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Soit (u,v) € T,on a (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,
O(u,v) = Qu, u) = —4u’* — 8u* — 4u* = —16u* < 0,

donc le point (x*,y*) = (=2,2) correspond a un maximum.

NATURE DU POINT (X, y*) = (2, =2). Ici (ce n’est pas le cas en général), le calcul est le méme que

dans le cas précédent, donc le point (x*, y*) = (2, —2) correspond & un minimum.

Quels sont les extremums de cette fonctions ?

Exercice 1.2. On considere la fonction f(x,y) = x* + y* soumise 2 la contrainte x> + y> = 4.

Corrigé de I’exercice 1.2. On doit résoudre un probleme d’extremum pour une fonction de deux
variables soumise a une contrainte donnée sous forme d’égalité. On utilise donc la méthode du
Lagrangien. Posons ¢(x,y) = x> + y*. Les fonctions f et ¢ sont des polyndmes donc admettent

des dérivées partielles continues de tous les ordres sur I’ouvert U = R2.

Régularité de la courbe de contrainte. Avant toute chose, on vérifie que la courbe de contrainte
©(x,y) = 4 est régulicre. Pour cela, on montre que le systeme suivant n’a pas de solutions :

2=0 2x=0

90 x=y=0
a_y:() = {2y=0 = 0=3
o(x,y) =4 X +yP=4

La derniere équation est impossible, donc le systeme n’a pas de solution.

Points stationnaires du Lagrangien. On forme le Lagrangien

L(x,y, ) = f(x,3) — Ap(x,y) = B) = x>+ — Ax* + y* — 4),

et on détermine les points stationnaires, ¢’est-a-dire les solutions du systéme suivant :

L=0 3x% =2Ax =0
5=0 e 3y’ -21y=0
oL _ 2,2 _
=0 x +y =4

Distinguons trois cas.
— PREMIER cAS : x = 0; alors la troisiéme équation fournit y> = 4 et donc y
deuxieme équation fournit alors A = %y = +3.
— DEUXIEME cAs : y = 0; alors la troisiéme équation fournit x> = 4 et donc x

deuxieme équation fournit alors A = %x = 3.

+2; la

+2; la

— TROISIEME CAS : x # 0 ety # 0; alors la premiere équation se récrit 3x = 24 et la deuxieme
3y = 24; par suite, 3x = 3y et donc x = y; la troisiéme équation fournit alors 2x*> = 4
c¢’est-a-dire x2 = 2 ¢’est-d-dire x = + V2. Onadonc x =y = + V2 et A = 2x =43 V2.

On trouve donc les six points stationnaires suivants :
— le point (x*,y*) = (0, 2) auquel correspond 1* = 3 ;

— le point (x*, y*) = (0, —2) auquel correspond A" = -3
— le point (x*,y*) = (2, 0) auquel correspond A* = 3 ;
— le point (x*,y*) = (=2, 0) auquel correspond 1* = -3 ;




— le point (x*,y*) = ( V2, V2) auquel correspond A* = 2 V2,

— le point (x*, y*) = (- V2, — V2) auquel correspond A* = -3 V2.
Nature des points stationnaires. Pour chacun des points stationnaires précédents, puisque les
fonctions admettent des dérivées partielles d’ordre deux continues, on peut déterminer leur
nature en examinant le signe de la forme quadratique hessienne sur les espaces tangents.

L’espace tangent a la courbe de contrainte ¢(x,y) = 4 en (x,y) = (x*,y") est I’espace vecto-
riel 7 donné par

0
wu,v)eT —(p(x*,y*)u + —(p(x*,y*)v =0 < 2x'u+2y'v=0
ox ay
— xXu+y'v=0.

La forme quadratique hessienne au point (x*, y*, 1*) est donnée par

62[’ * % N, 2 62[’ £ % * 2L P *\..2
O(u,v) = ﬁ(x V', A )u +26x8y(x,y ,/l)uv+a—y2(x,y , AV

= (6x" = 22)u% + (6y" — 21" W2

NATURE DU POINT (X", y*) = (0, 2). Pour ce point, on a 1* = 3,
uv)eT & v=0 et QOu,v)=—-6u’+ 6.

Soit (u,v) € T,ona (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,
O(u,v) = Q(u,0) = —6u* < 0,

donc le point (x*,y*) = (0, 2) correspond a un maximum.

NATURE DU POINT (x*, y*) = (0, —2). Pour ce point, on a 4* = -3,
uv) el  v=0 et OWu,v)=6u*—-6.

Soit (u,v) € T,ona (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,
Ou,v) = Q(u,0) = 6u* > 0,

donc le point (x*,y*) = (0, =2) correspond a un minimum.

NATURE DU POINT (x*,y*) = (2,0). Pour ce point, on a 1* = 3,
uv)eT = u=0 et Qu,v)=6u*>—-67"

Soit (u,v) € T,ona (u,v) # (0,0) < v # 0 et, sous cette condition,
O, v) = 0(0,v) = —6v* < 0,

donc le point (x*, y*) = (2,0) correspond a un maximum.

NATURE DU POINT (x*, ¥*) = (=2, 0). Pour ce point, on a 4* = -3,

el & u=0 et Ou,v)=—-6u*+67".
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Soit (u,v) € T,on a (u,v) # (0,0) < v # 0 et, sous cette condition,
Q(u,v) = Q(0,v) = 6v* > 0,

donc le point (x*, y*) = (-2, 0) correspond a un minimum.

NATURE DU POINT (X", y*) = (\5, \5). Pour ce point, on a A* = % V2,
u,v)eT < v=-u et Qu,v)=3 \/E(u2 +9).

Soit (u,v) € T,on a (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,
O(u,v) = Q(u,—u) =6 V2u? > 0,

donc le point (x*, y*) = ( V2, \/5) correspond a un minimum.

NATURE DU POINT (X", y*) = (— V2, - \/E). Pour ce point, on a A* = % V2,
u,v)eT < v=-u et Q(u,v)=-3 \/§(u2 +2).

Soit (u,v) € T,on a (u,v) # (0,0) < u # 0 et, sous cette condition,
O(u,v) = O(u,—u) = -6 V2u? > 0,

donc le point (x*,y*) = (- V2, - \/i) correspond a un maximum.

§ 2. — Optimisation contrainte a trois variables

Exercice 2.1. Trouver les extremums de la fonction f(x, y,z) = (x — 2)*> + y*> + z2 soumise 2 la
contrainte x> + 2y> + 32> = 1.

Corrigé de I’exercice 2.1. Posons ¢(x, y,7) = x> + 2y* + 32°.

Premiére étape : les fonctions f et ¢ sont C? sur un certain ouvert U C R*. Puisque f et ¢ sont
des polyndmes, ils sont C* sur U = R>.

Deuxieme étape : la surface de contrainte est réguliere. Pour cela, on montre que le systeme
suivant n’a pas de solutions :

2=0 2x=0

dp _ _ o
?—O — 4y—0 — x_y_z_()
% =0 62 =0 0=1
o(x,y,2) =1 X +2y2+32 =1

Le systeme n’a donc pas de solutions donc la surface de contrainte est régulicre.

Troisieme étape : points stationnaires du lagrangien. Formons le lagrangien :
L(x,y,2,0) = f(x,y,2) = Ah(x,y,2) = 1) = (x = 2)" + Y + 2 = A + 2y* + 327 - 1)
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Déterminons les points stationnaires :

L=0 20x=2)-21x=0 x(l-2)=2

L=o0 — 2y —41y =0 — y1-20)=0

£=0 2z -61z=0 z(1-30)=0

oL _ 2 2 2 _ 2 2 2 _

75=0 —-(x*+2y°+322-1)=0 X +2y"+3z7=1
D’apres la premiere équation, on a x # 0O et 4 # 1. Montrons que A # % etd # % Sid= %, on a
alors x = 4 et donc la troisieme équation devient 4>+2y?+3z% = 1 ¢’est-a-dire 2y*+3z> = —15 ce
qui est absurde. De méme, si A = %, on a x = 3 et donc troisieme équation devient 2y*+3z> = —8

ce qui est absurde. Par suite, puisque 4 # % et A # %, les deuxiemes et troisiemes équations
fournissent y = z = 0 et donc x*> = 1 d’ott x = 1. D’apres la premiere équation, ona 1 = 1 — %
doncsix=1,onad=-letsix=-1,onaAd=23.

Il y a donc deux points stationnaires :

— le point (x*,y*,7*) = (1,0, 0) correspondant a 1* = —1;

— le point (x*,y*,7*) = (—1,0,0) correspondant a 1* = 3.

Quatrieéme étape : nature des points stationnaires. Puisque f et ¢ sont C?, on utilise les condi-
tions du second ordre. La forme quadratique hessienne est

&L , 0L O’L
w,v,w) = —(x*, v, 75, A0 + — (x5, v, 75 AW + — (X, v, 25, AP
o( ) axz( y ) (9y2( y ) azz( y )
2 2 2
+ xSy, 75 A uy + Xy 75 A uw + Xy, 7 A vw
axay( Yz ) Gxaz( Yoz ) 0yoz @yz )

=2(1 = ) +2(1 = 220 +2(1 = 32w,

Lorsque A* = 1, on a Q(u, v, w) = 4u* + 6v* + 8w? donc, des que (u, v, w) # (0,0,0), Q(u, v, w) >
0. Sans méme calculer 1’équation de I’espace tangent, on peut donc dire que dans ce cas on est
en présence d’un minimum au point (1, 0, 0).

De méme, lorsque A* = 3, on a Q(u, v, w) = —4u* — 10v> — 16w? donc, dés que (u, v, w) #
(0,0,0), Q(u,v,w) < 0. Sans méme calculer I’équation de I’espace tangent, on peut donc dire
que dans ce cas on est en présence d’'un maximum au point (—1, 0, 0).

Exercice 2.2. Optimiser la fonction définie par f(x,y,z) = %x3 +y + z* sous les contraintes
x+y+z=0etx+y—-2z=0.

Corrigé de I’exercice 2.2. Posons ¢(x,y,z) = x+y+zety(x,y,2) =x+y—z.

Premiere étape : les fonctions f, ¢ et ¢ sont C? sur un certain ouvert U C R3. Puisque f, ¢ et
Y sont des polyndmes, elles sont C* sur U = R?.

Deuxieme étape : la courbe de contrainte est réguliere. On doit montrer que les deux systémes
suivants n’ont pas de solutions :

2=0 2=0
“=0 © -
2=0 et 1% =0
@(x,y,2) =0 @(x,y,2) =0
Y(x,y,2) =0 Y(x,y,2) =0




Puisque g—f =1let g—‘i = 1, les deux premieres équations de ces deux systémes sont impossibles
donc la courbe ¢(x, v, z7) = ¥(x,y, z) = 0 estréguliere (cette courbe est en fait la droite d’équation
z=0ety = —x, donc est régulicre en tant que droite).

Troisieme étape : points stationnaires du lagrangien. On définit le lagrangien :

L(x,y,z, A, 1) = f(x,9,2) — Ap(x, y,2) — (X, y, 2)

1
= §x3+y+z2—/l(x+y+z)—,u(x+y—z).

Trouvons les points stationnaires :

%:0 X*-A-pu=0 A+u=x? x> = N
5 =0 1-A-pu=0 A+u=1 A+u=1 .
%:0:) 27—-A+u=0 =S 1l-u=27 &= 1-u=0 R
g—fl: —-(x+y+2)=0 xX+y=z z=0 dey=
oL — -(x+y-2)=0 = - =- —H
%= y—2) = X+y=-2 y=-x

On trouve donc deux points stationnaires pour lesquels on a A* = yu* = % :
— le point (x*,y*,z*) = (1,-1,0);

— le point (x*,y*,z") = (-1, 1,0).
Quatriéme étape : nature des points stationnaires. Puisque les fonctions f, ¢ et ¢ sont C2, on

peut utiliser les conditions du second ordre pour déterminer la nature des points stationnaires.
La forme quadratique hessienne est

&L , 0L &L
uv,w) = — x*’ *,Z*,/l* w4+ == x*, *,Z*,/l* v2 + —= x*’ *,Z*,/l* W2
O, v.W) = Gy 2 W+ Gy, 2 A+ G0y, )
2 2 2
+ (x*,y", 25 Auv + x*,y", 75 Auw + (", ¥y, 25 A ) vw

0x0y

=2x"u".

0x0z oyoz

On n’a pas Q(u,v,w) > 0 pour tout (u,v,w) # (0,0,0) ou Q(u,v,w) < O pour tout (u,v,w) #
(0,0,0), donc on doit déterminer les équations des espaces tangents.
L’espace tangent T a la courbe de contrainte ¢(x,y, z) = ¥(x,y,z) = 0 est donné par

. L,y 2+ G,y 2+ Ly 2w =0
(u’ V, W) € alﬁ * * £ al// % * * 61// * % * —
a(x Y »23 )u+ a_y(x » Y 3 )V+ 3_z('x s Y 523 )W— O

{u+v+w:0 {w=0
= =

u+v-w=>0 V=-u
En particulier, I’espace tangent est indépendant du point considéré. Soit (u,v,w) € T. On a
(u,v,w) #(0,0,0) < (u,-u,0) #(0,0,0) & u+0
et, dans ce cas, lorsque (x*,y*,z") = (1,-1,0)

Ou,v,w) = O(u, —u,0) = 2u*> > 0,



donc le point correspond a un minimum ; lorsque (x*,y*,z") = (-1, 1,0), on a, toujours quand
u#+0,

O, v,w) = Q(u, —u,0) = —2u* < 0,

donc le point correspond a un maximum.
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