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§ 1. — Diagonalisation en dimension deux

Exercice 1.1. Déterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables (sur R ou C). Lorsque
c’est le cas, les diagonaliser puis calculer leur puissance 100-ieme.

(i) M, = (g :é) (i) M, = (_64 _86>. (iii) M = (_22 (1)>

Corrigé de I’exercice 1.1.

(i) Premiere étape : valeurs propres. Le polyndome caractéristique de M, est
4-21 -1

9 -2-2
=1 -21+1=Q1-1>~%

det(Ml—/U):| |:(4—/1)(—2—/1)+9:—8—4/l+2/l+/12+9

Les deux valeurs propres de M; sontdonc 4; = A, = 1.

ex 2 — X
Deuxieme étape : vecteurs propres. Posons v = (y) Pour chercher les vecteurs propres

associés a 4; = A, = 1, on résout le systeme suivant
4x — v =Xx = 3x =3x
M7V =7 Y — 7 — 1’ & y=3x
Ox-2y=y 9x =3y 3x=y

=+ (2)-+()

Ceci montre que I’espace des vecteurs propres associé a la valeur propre 1 est I’ensemble
des vecteurs proportionnels a ( }).



(@)

Troisieme étape : diagonalisabilité. D’apres ce que 1’on vient de voir, 1’espace des vec-
teurs propres est de dimension 1 donc il n’existe pas de base de vecteur propres. La matrice
n’est donc pas diagonalisable.

Premiere étape : valeurs propres. Le polyndme caractéristique de M, est

6-1 8
4 —6-2

= —4=QA-2)(1+2).

Les deux valeurs propres de M, sontdonc 4; =2 et A, = 2.

det(M, — Al) = =(6-A)(-6-2)+32=-36+1"+32

os , N X
Deuxieme étape : vecteurs propres. Posons v = y)

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A1 = 2. On résout le systeme suivant

6x + 8y = 2 8y = —4
MY =27 e { T )Y Y e x=22y
—4x -6y =2y —4x =8y

-2 -2
y 1
Posons par exemple v; = (7).
VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A, = —2. On résout le systeme suivant

6x+ 8y = —2 8x + 8y =0
MV =27 = {7 T T & x+y=0
—4x — 6y = =2y —-4x—-4y=0

—=(2)-:(2)

Posons par exemple V5 = ( 1)

Troisieme étape : diagonalisabilité. Puisque les vecteurs v et v3 sont des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes, ils forment une famille libre ; puisque 1’on est en
dimension 2, une famille libre a deux éléments est une base donc (71) ,72) est une base de
R? formée de vecteurs propres.

Quatriéme étape : diagonalisation. Posons Q = (‘12 _11) (c’est la matrice obtenue en

, —_ —_ A . . A N -1
concaténant vy et v;). Déterminons son inverse grace a la formule (‘C‘ 5= adlj ( 4 ‘ab) :
o' = -1 -1
-1 =2)
et donc :

A4 0 2 0

-1 _ 1 _

0 MO = (0 /12> = (0 —2>'

Cinquiéme étape : calcul de M,”. Comme demandé dans I’énoncé, calculons la puis-
sance 100-ieme de M,. On a :

_ 2 0 -1 100 _ 2100 0 -1 _ ~»100 10 -1
M2 - Q (O _2) Q donC M2 - Q O 2100 Q - 2 Q 0 1 Q

_2]00 1 O _ 2100 O
B 0 1)\ 0 210



(iii) Premiere étape : valeurs propres. Le polyndme caractéristique de M3 est

2-2 1

det(M; — Al) = 5

=Q2-DD+2=2-21+2.

Le polyndme X? — 2X + 2 a pour discriminant A = (-2)> =4 x 1 x2 =4 -8 = —4 donc a
deux racines complexes conjuguées non réelles données par
2420

2
Les deux valeurs propres de M3 sontdonc 4y = 1 +ietd, =1 —1.

X1 = =147 et xx=x=1-1.

os , N X
Deuxieme étape : vecteurs propres. Posons v = y)

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A = 1 + i. On résout le systeéme suivant

2 =+ =(-1+1i =(-1+i
MV =(1+)v = x+y=( frl)x = 1+dx — {7 Cl+ix
—2x=(1+10)y y—mx y

_ 1+ - _ X _ 1
S y=(1l+ix & V = (=1 + i)x =X\ _1 4]

Posons par exemple v; = (_{,;).

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A, = 1 — i. Puisque A, est le conjugué de A;, tout vecteur
propre associé a A, est le conjugué d’un vecteur propre associé a 4; donc on peut prendre
v; = (—1171')'

Troisieme étape : diagonalisabilité. Puisque les vecteurs v; et v sont des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes, ils forment une famille libre ; puisque 1’on est en
dimension 2, une famille libre a deux éléments est une base donc (VI ,7;) est une base de
C? formée de vecteurs propres.

Quatrieéme étape : diagonalisation. Posons Q = (_[,; _| ;) (C’est la mlatnce obtenue en
concaténant v; et v3). Déterminons son inverse grace a la formule (¢4)" = —1— (4 7).
: : - =i i
N e A e AT
i\1=i 1) 2 1= 1 i)

et donc :
A4 0 I1+i O
-1 _ (4 _
Q M2Q‘<o /12>_( 0 1—i)'
Cinquiéme étape : calcul de M;*. Comme demandé dans 1’énoncé, calculons la puis-
sance 100-ieme de M5. On a :

1+i O _ 1 +§)!00 0 _
M3=Q< 8_1 l_l-)Ql donc M3100:Q<( +Ol) (1—i)1°0>Q1

Calculons (1-i)!' et (1+i)'®. Ona|l + i = V2et I}:il %Hi = cos 7 +isin §. Par suite,

1+i = \/_em/él etl—i = 1 +i= \/_e—m/él et donc (1+l)100 (\/_)100 100171/4 250 25in — _n50
et (1 =)' = (1 + )10 = -2 et donc :

—230 1 1 —250
M = Q( 0 250> 0 =-2"0 (0 (1)> 0 =27 (0 (1)> - ( 0 —350>'



§ 2. — Diagonalisation en dimension trois

Exercice 2.1. Déterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables (sur R ou C). Lorsque
c’est le cas, les diagonaliser.

4 I 1 -3 5 =52 I 1 -1
@O M =1-15 -4 5. @ M,=(2 -2 28 ) (@i Ms=(-1 -1 1
9 3 4 0 -1 5 0 -1 O

Corrigé de I’exercice 2.1.
(i) Premiere étape : valeurs propres. Le polyndme caractéristique de M, est (on développe
par rapport a la premiere ligne)

4-2 1 |
det(M, — Al) = | -15 —-4-4 -5
9 3 4-2

—_ (_\I+lyg -4-1 -5 _1\1+2 -15 -5
= D@ ”' 30 4-TEDT g 4y
~15 —4-2
_1\1+3
+=DHE ; '

=@ -D(-4-D@-D)+15) - (154 -2 +45) + (-45+9(4 + 1))
=4 - -1)=(151-15)+ (91 -9)
= +4P +21-4-151+15+92-9
= - +422-51+2
=-1*A-2).
(Pour factoriser le polyndme, on a utilisé le fait que 4 = 1 et 4 = 2 sont des racines
évidentes.) Les trois valeurs propres de M; sontdonc 4 = A, = 1 et A3 = 2.

X

PN 2~ —>
Deuxieme étape : vecteurs propres. Posons v = | y |.
Z

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A = A, = 1. On résout le systeme suivant

4x+y+z=2x 3x+y+z=0
M7V =" & {-15x—4y-5z=y & {-15x-5y-5z=0
Ox+3y+4z=z2 O9x+3y+3z=0
X 1
= 3x+y+z=0 &= V = y =x{ 0 |+y[ 1
—3x-y -3 -1

Ceci montre que 1’espace des valeurs propres associées a la valeur propre 1 est de dimen-

. , - 1 - 0 . ,
sion 2, engendré par v = < 03) ety, = ( L ) (ces deux vecteurs sont indépendants comme

on le vérifie aisément).



VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A3 = 2. On résout le systeme suivant

f

4x+y+z:2x 2x+y+Z:0 (Ll)
M7V =" & {-15x—4y-57=2y & {-15x-6y-5z=0 (L)
Ox+3y+4z=2z 9x+3y+2z=0 (L)
2x+y+z=0 (L))
z=-y—2x
— {-S5x-y=0 (L, +5L) & { s
= -5x
Sx+y=0  (Ly—2L) Y

— _5y X 1
— {y — V=|-5x|=x|-5
Z = 3x 3y 3

N 1
Prenons par exemple v; = =)

Troisieme étape : diagonalisabilité. On a vu que la famille (vi,73) est une famille libre
de vecteurs propres associés 2 la valeur propre 1. Puisque 73 est associé a la valeur propre
2, la famille (Vl) ,7;,7;) est libre. C’est donc une base de R? formée de vecteurs propres de
M, ce qui montre que M, est diagonalisable.

o\ ) . o 10 1 )
Quatrieme étape : diagonalisation. Posons Q = ( 0 1 —35> (c’est la matrice obtenue en

£ - = 4 : : £ 3 ;
concaténant vi, v; et v3). Déterminons son inverse en résolvant le systeme suivant :

0% x+z=x

1 0 1 X
0 1 =5|lyl=|Y] = {y-5z=V
-3 -1 3 Z d

3x-y+3z=7

-

On fait Ly — L, Ly — [, [;5 L5+ 3L1 .

~

10 1Y\ /x\ /[« xtz=x
0 1 5)|{yl=lY] = y-5z=y
-3 -1 3/ \z 7

—-y+6z=3x"+7

-

On fait maintenant L; <« Ly, L, «— Lyet Ly « L3+ L, :

~

1 0 1\ /x X x=x -z
0 1 =5)ly]=[Y] = {y=y+5z
-3 -1 3 Z i

z=3x+y +7

x:_zx/_y/_z/
&= {y=15xX+6y +57

2=3x+y +7

X -2 -1 =1\ /x
= [y]|=(15 6 5 Y
Z 3 1 1 d



et donc :

-2 -1 -1 A 0 0 1 00
o'=[15 6 5| puis O'MQO=[0 A O0|=(0 1 0
31 1 0 0 A 00 2

(ii) Premiére étape : valeurs propres. Le polyndme caractéristique de M, est (on développe
par rapport a la premiere colonne car il y a un zéro)

-3-A 5 -52
dettM, —Al)=| 2 -2-1 28
0 -1 5-A4
-2-1 28 5 =52
— (_\I+l a2 _1\1+2
=(-1)"(-3 /1)‘ 1 5—/l+( 1) ><2><‘_1 5—/1‘+O
=(-3-D(-2-DB5-2D)+28)-2(5(5-2)-52)
= (=3 =218 =31+ A% —2(=27 - 52)
= 54 +91 -3 - 182+ 32% — 2 +54 + 102
=A1-L=-A2P-1)=-11-D@A+1).
Les trois valeurs propres de M, sontdonc 4; =0, 1, = let A3 = —1.
X
Deuxiéme étape : vecteurs propres. Posons vV = [ y |.
Z

PN p N . — =
VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A; = 0. On résout le systeme suivant (rappelons que 0v = 0)

-3x+5y-52z=0 -3x+5y-52z=0
M)V =7V & 12x—=2y+28z=0 & {2x-2y+28z=0
-y+5z=0 y =3z
—3x+25z-52z=0 -3x-27z=0
— <{2x-10z+28z2=0 & <12x+18z=0
-9z -9
=-9
— {" Ceem V=57 =25
y:SZ z 1

On prend V| = (%9)



VECTEURS PROPRES ASSOCIES A Ap = 1. On résout le systeme suivant

~

—3x+5y-52z=x —4x+5y—-52z=0
M)V =7V & {2x-2y+28z=y & {2x-3y+287=0
-y+5z=z y=4z
—4x+20z-52z=0 —4x-32z=0
& (2x-12z+28z=0 < (2x+16z=0
y:4z y:4z
-8z -8
= -8
= {x C e V=4 | =2 4
y =4z z 1
On prend v; = (7118).
VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A3 = —1. On résout le systéme suivant
-3x+5y—-52z=—x —-2x+5y—-52z=0
MV ==V & {2x-2y+287=-y & {2x—y+28z=0
-y+5z=-z y =6z
—-2x+30z-52z=0 —-2x-22z=0
— {2x—-62+28z=0 = {2x+22z=0
y =06z y =06z
—11z —11
=-11
— " S = 6z =2
y=4z z 1

- -11
Posons v3 = ( ? )

Troisieme étape : diagonalisabilité. Les trois vecteurs propres vi, v, et v3 forment une
famille libre car ils sont associés a des valeurs propres distinctes. C’est donc une famille
libre de trois vecteurs de R donc une base de R?. L’existence de cette base de vecteurs
propres de R® montre que M, est diagonalisable.

N . . r -9 -8 11 .
Troisiéme étape : diagonalisation. Posons Q = ( s 4 > (c’est la matrice obtenue en

£ - = = 2 . : 4 3 ;
concaténant vi, v, et v3). Déterminons son inverse en résolvant le systeme suivant :

-9 -8 —11\ /x 0% -9x -8y —1lz=x
5 4 6 v =Y ] & {5x+4dy+6z=)y
1 1 1 z 7 xX+y+z=17



On fait Ly« L+ 9L3, Ly, — [, — 5L4, Ly — L5

-9 -8 —11\ /x X y=2z=x+97
5 4 6 yi=|Y]| & {-y+z=y -57
1 1 1 z 7 xX+y+z=17

On fait maintenant L; <« Ly, L, « Ly + Liet Ly « Ls:

-9 -8 11\ /x X y=2z=x+97
5 4 6 v =Y ]| & {-z=x+y +47
b1 z 4 x+y+z=7
x=7-y—-z=2x"+3y +47
= (y=X+97+2z=—x -2y +7
Z:_x/_yr_4zl
X 2 3 4 X
= |y|=(-1 -2 1 Y
z -1 -1 -4/ \7
et donc :
2 3 4 A4 0 0 00 O
o'l=(-1 2 1 puis O'M,0=[0 A O|={(0 1 0
-1 -1 —4 0 0 4 0 0 -1

(Zii) Premiere étape : valeurs propres. Le polynome caractéristique de M; est (on développe
par rapport a la premiere colonne car il y a un zéro)

1-4 1 -1
dettMz—Al)=| -1 -1-4 1
0 -1 -1
-1-4 1 1 -1
— (_1)\1+1 _ _1\1+2 _
=17 /l)' 1 _/1+( )™ x(-1)x 1 —/l+0
=1-D(-1-DD+1D)+(-1-1)
=(1-DXP+A+1)-a-1
= +A+1 -2 -2-21-21-1
= - —2=-A2+1) = -2 - ) +i).
Les trois valeurs propres (complexes) de M3 sont donc 4; =0, 4, =ietd; = —i.

X
PEN 2 o d
Deuxieme étape : vecteurs propres. Posons v = | y |.

I\



—_
0

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A; = 0. On résout le systéme suivant (rappelons que 0V = 0)
x+y-z=0
- - X =2
Mzv =V e {—-x-y+z=0 0
y =

X 1
= V=|0]=x|0
X 1

On prend V| = ((]1)>

VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A, = i. On résout le systeme suivant

_x-}-y—z:ix (l—l)x+y_Z:0
- _ - : 1
M3V =V & J-x-y+z=iy & {-x-(+iy+z=0
—y=iz y=-iz
(1-ix—iz—z=0 (I=dx=(1+i)2
&= §-x-(l+i)(-ir)+2=0 & 3 -x-(1-Dz+2=0
y=-iz y=-iz
. iz l
= 1T = V=i =z
y=-IZ z 1

— i
On prend v, = (—li).
VECTEURS PROPRES ASSOCIES A A3 = —i. Tout vecteur propres associé a A3 = —i est conjugué
N s 2N . b . z — .
a un vecteur propres associ€¢ a A, = i donc on prend pour v3 le conjugué de v;, a savoir

- —i
V3 = i .

Troisieme étape : diagonalisabilité. Les trois vecteurs propres vi, v, et v4 forment une
famille libre car ils sont associ€s a des valeurs propres distinctes. C’est donc une famille
libre de trois vecteurs de C* donc une base de C*. L’existence de cette base de vecteurs
propres de C* montre que M, est diagonalisable (sur C).

. . . o i =i , .
Troisieme étape : diagonalisation. Posons Q = ((1) —;i il) (c’est la matrice obtenue en

£ - = 4 : . £ 3 ;
concaténant vi, v, et v3). Déterminons son inverse en résolvant le systeme suivant :

P

1 i =i\ /x X x+iy—iz=Xx
0 —i i|ly]=[y]| e (-iv+tiz=y
1 1 1 Z 7

x+y+z=17
“

1 i i\ [x X x+iy—iz=x
=i [y |=|Y] = y-iytiz=Y
< < (I-dy+Q+idz=2-x




On multiplie L, par i et Ly par 1 + i (rappelons que (1 —i)(1 +i) = 2 et (1 +1)? = 2i):

1 i =i\ /x
0 —i i y
1 1 1 z

=1y —
<

X x+iy-—

iz=x

y—z=1y
2y +2iz=(1+i)7 — (1 +i)x

On fait maintenant L; « L, L, « Ly, et Ly « L3 — 2L, :

1 i -0\ [x x x+iy—iz=x"+y
0 —i i|ly]=1(Y VY=
11 1/\z 7 20+ Dz =1+ )7 — (1 +i)x' = 2iy’
x+iy—iz=x
%y—z=W’
-4y = -
x=x—iy+iz=x
:}{y—iy’+z:—lx’ 12’y’+
Z — _% _ lg—ly/ + ;Z,
X 0 X
= [y % —17 % Y
1+i ’
z 2 ~2 1/ \2
et donc :
1 1 0 A4 0 0 0
0= (-1 -1 0'm0=(0 1 0 i
T _ 1% 1
-1 -l 0 O 00

10
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