Mathématiques (L.3) — Quelques exercices supplémentaires

SUITES RECURRENTES LINEAIRES
D’ORDRE DEUX A COEFFICIENTS
CONSTANTS

REMARQUE. Le site internethttp://www.wolframalpha. com/ permet (notamment) de résoudre
les équations de récurrence. Par exemple, pour résoudre I’équation u,+» — 3u,+1 + 2u, = % .33
avec les conditions initiales uy = 1 et u; = 0, on tape

u(n+2)-3u(n+1)+2u(n)=2/27*32A(n+3), u(®=1, u(1)=0

et le site renvoie comme réponse u, = —3 X 2" + 3" 4+ 3. Cela vous permet de vérifier vos calculs
pour n’importe quel exercice.

Exercice 1. Résoudre chacune des équations suivantes et préciser le comportement asympto-
tique de la solution ainsi que la stabilité de la solution.

(@) 2 — Outyr + 18u, = 2" avec ug = 5 etu; = 2.

(i) Upy — 2Upey +u, = 120° +30n +22 avec up = l et u; = 5.

(lll) Upr — AUy + 4u, = 21+3 avec up=1etu =8.

Corrigé de I’exercice 1.

(i) Identification du probleme. L’équation est u,,, — 6u,,; + 18u, = 2' donc de la forme
augn +buq +cu, =vyaveca =1,b = -6, ¢ = 18 et v, = 2'. Pour trouver I’ensemble des
solutions de cette équation, on résout d’abord I’équation homogene u,,,+u,.1+3u, = 0 puis
on trouve une solution particuliere x, de I’équation complete ; I’ensemble des solutions est
alors I’ensemble des suites de la forme u, = w; + x,.

Résolution de I’équation homogene. L.’équation homogene est u;,, — 61,41 + 18u, = 0.
Pour la résoudre, on forme I’équation caractéristique :

P —6r+18 =0.


http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/input/?i=u%28n%2B2%29-3u%28n%2B1%29%2B2u%28n%29%3D2%2F27*3^%28n%2B3%29%2C+u%280%29%3D1%2C+u%281%29%3D0

Le discriminant de cette équation est (—6)*> —4 x 1 x 18 = 36 — 72 = —6 donc les solutions
sont complexes conjuguées :

_6+6i

r=rnr 3 =3+ 3.
Ona|r| = V32 + 32 = V18 = 3V2 donc I% = Lz + i% = cos(%) + isin(%). Toute solution

de I’équation homogene est donc de la forme
wr = (3V2)'(Acos(E1) + psin(3r) ol A, u € R.

Solution particuliére de I’équation complete. Puisque v, = B-g'ou B = letg = 2
avec ¢ non racine de 1’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere de
I’équation sous la forme x; = C - ¢' = C - 2'. Pour trouver la valeur de C, on remplace dans
I’équation :

Xpso — 6Xppy + 18x, =20 = 2"2C-6-2"'C +18-2" = 2.
En prenant ¢ = 0, on trouve :
4C-12C+18C=1 < 10C=1 & C=1+.

Une solution particuliere est donc x; = 1]—0 - 28

Résolution de I’équation compléte. L' ensemble des solution est donc 1’ensemble des
suites de la forme u, = w, + x, = 3V2)'(1 cos(§t) + usin(§1)) + 1—10 - 2" ol1 A et u sont deux
constantes réelles dont on détermine la valeur grace aux conditions initiales uy = % et
u = 15—6. La premiere condition donne :

L_ 1 _
S At =1 &= A= 0.

_ 1
uo—m

La deuxiéme condition donne alors :

w =2 & 3V2usin@) + 1 =% = 3

15

2= 3 = u=1.

et donc la solution de I’équation complete vérifiant ug = % etu; = 15—6 est
u, = (3V2)' sin(%r) + & - 2°.

Comportement asymptotique. La suite (1,) est une somme de (3V2)’ sin(%1), qui est une

suite géométrique multipliée par un sinus, et de % - 2!, qui est une suite géométrique.
Puisque 3V2 > 2, c’est le terme (3V2)' sin(%7) qui dicte le comportement asymptotique.

Ce terme a un comportement oscillatoire divergent donc u, aussi.

Si la suite (u,) correspondait a un probleme économique, la solution d’équilibre serait
X, = % - 2" (qui tend vers +00) et cet équilibre serait instable car il existe des solutions de
I’équation homogene qui ne tendent pas vers zéro (elles sont pour la plupart oscillatoires
divergentes).



(ii) Solution (résultat uniquement). On trouve :
w=t"+P + 2+ A+ 4
Les conditions initiales uy = 1 et u; = Sdonnent A = letu=1:
u =+ +r+1+1.

Comportement asymptotique. La suite (1) est un polyndme de terme dominant #* donc
tend vers +o00 lorsque n — +o0.

Si la suite (u,) correspondait a un probleéme économique, la solution d’équilibre serait
x; = t*+ 12 +* (qui tend vers +o0) et cet équilibre serait instable car il existe des solutions
de I’équation homogene qui ne tendent pas vers z€ro (elles sont de la forme Az + ).

(iii) Solution (résultat uniquement). On trouve :
u =A% +ut+1)2'.
Les conditions initiales uy = 1 et u; = 8 donnent A = letu=1:
u = (P +2t+1)2" = (t+1)°2".

Comportement asymptotique (résultat uniquement). 1, — +oo lorsque 1 — +00. Equi-
libre instable (les solutions de 1’équation homogene sont (A#> + ut)2' donc il y en a qui ne
tendent pas vers zéro).

Rappels de cours

Considérons une équation du type au,., + bu,,| + cu, = v, et posons f(r) = ar* + br + c.
Toutes les solutions de I’équation homogene tendent vers 0 (c’est-a-dire qu’il y a équilibre) si
et seulement si :

Lray>o0
1Lf-H>0
1Lf0)] <1

(On a divisé a chaque fois par a car le critere s’énonce pour les équations sans coefficient
devant u,,,.)

Exercice 2. Utiliser les conditions d’équilibre pour déterminer si 1’équilibre correspondant a
chacune de ces équations est stable.

(i) 2ut+2 - 12ut+1 + 361/{1 = 2t+1.
(ii) SMH-Z - 6l/lt+1 + 31/[; = 1000t.

(iii) _MH_Z + 4ut+1 - 4‘1/!; = _2t+3.

. 1 _ [2
() o + mugy — su; =m'.

W) (1 4+ m)Uper + Uy +mu, =2 + 1 — 3.




Corrigé de I’exercice 2.
(i) On a f(r) = 2r* — 12r + 36. Vérifions les conditions de stabilité :

() =(2-12+36)/2=26/2=13>0
f-1)=2+12+36)/2=50/2=25>0
11f(0)] =36/2=18>1,

donc les conditions ne sont pas vérifiées. L’équilibre est instable.

(ii) On a f(r) = 5r* — 6r + 3. Vérifions les conditions de stabilité :

L) =(5-6+3)/5=2/5>0
Lf-1)=(5+6+3)/5=14/5>0
11| =3/5<1,

donc les conditions de stabilité sont réunies : 1’équilibre est stable.

(iii) On a f(r) = —r* + 4r — 4. Vérifions les conditions de stabilité :

-f()==(-1+4-4=1>0
-f-1)==(-1-4-4)=9>0
£ O] = 4> 1,

donc les conditions de stabilité ne sont pas réunies : I’équilibre est instable.

(iv) Ona f(r) = r* + mr — % Vérifions les conditions de stabilité :

f)=1l+m—-3=3+m
f(—l):l—m—%:%—m
IO =3 <1,

donc les conditions de stabilité sont réunies si et seulement si % +m > 0et % -m>0
c’est-a-dire si et seulement si m > —% etm < % L’ équilibre est donc stable sim € ]-1 ;1

‘ ‘ 3 5[
et instable sinon.

(») Ona f(r) = (1 + m*)r* + r + m. Vérifions les conditions de stabilité :

L =Q+m?*+1+m/A+m*») =m>+m+2)/(1 +m?)

1+m?

ﬁf(—l) =(1+m*=1+m)/(1+m?) = m*+m)/(1 + m?)
| fO)] = m/(m® + 1),

donc, puisque m* + 1 > 0, les conditions de stabilité sont réunies si et seulement si :

m+m+2>0
m*+m>0

m<m?+1,



La premiére condition est superflue car m*> + m >0 = m? + m +2 > 0; on peut donc
Ienlever. Onam?> + m=m(m + 1)donc m?> + m>0 & me ]-00;—-1[U]0; +oo[.

Cherchons maintenant quand la troisiéme condition est vérifiée. Onam < m?> + 1
m?> —m + 1 > 0. Le discriminant de ce trindme est 1 — 4 = -3 < 0 donc le trindme ne
change pas de signe ; puisqu’il est > 0 lorsque m = 0, il est donc toujours > 0 et donc on

am < m* + 1 pour tout m.
Ceci montre que I’équilibre est stable si et seulement si m € |—00; —1[ U ]0; +00[.
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