SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Suites récurrentes linéaires d’ordre 1. Soit i, = au,_ + v, une suite récurrente linéaire d’ordre 1. Les solutions () de cette équation
sont du type

u; = Aa' +x; ol A€ R et (x,) est une solution particuliére.

Le réel A se détermine grice aux conditions initiales une fois qu’on a trouvé (x;). La forme sous laquelle on cherche (x;) dépend de
(). Siv, = ¢'P(t) avec P un polynéme, on cherche (x;) sous la forme :
— sig # a, x; = ¢'Q(t) ou Q est un polyndome de méme degré que P;
— sig =a, x;, = ta' Q(t) ot Q est un polyndme de méme degré que P.
Si v, = ¢\ P1(t) + g5 P2(t), on cherche x; sous la forme xP + x® ol x? est associée a qiP1(t) et xP 2 g5 P2 (1).
Voici un tableau récapitulant les cas les plus courants de suites v, :

Vi Xt Vi Xt Vi Xt
kg sig+a ¢ sia#l gt+h sia#1
Bq' _ b - ct+d 5 .
Kta sig=a 't sia=1 grr+ht sia=1
ExempLE. Prenons u, = 2u,_; — 7. L’équation est de la forme u, = au,_; + v; avec a = 2 et v, = —7. Puisque v, est constante et que a # 1,

on cherche une solution particuliere (x;) de I’équation sous la forme x, = couc e R :
X =2x_1-7 & ¢c=2c-7 < ¢c=7 etdonc x,=7.

La solution générale de I’équation est donc u; = 42" + 7 ot 1 € R est arbitraire. Si on rajoute la condition initiale uy = 0, on peut
déterminer la valeur de A :

uy=Ax2047 = 0=1+7 = 1=-7,

et donc la solution de 1’équation vérifiant uy = 0 estu, = =7 x2' + 7 = 7(1 = 2").

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 homogenes. Pour résoudre I’équation u,, +au,,1 +bu, = 0 on forme 1’équation caractéristique
r? + ar + b = 0. On distingue trois cas selon la valeur du discriminant de 1’équation.

A > 0 Si cette équation a deux racines réelles distinctes r; et r,, les solutions de u;4» + auy1 + bu, = 0 sont les u; = /lr’1 + ,urg pour
A, i € R arbitraires.

A = 0 Sil’équation a une unique racine réelle ry, les solutions de u,, + au,,| + bu, = 0 sont les u, = (At + ,u)r6 ou A, u € R arbitraires.

A < 0 Sil’équation a deux racines complexes non réelles r; et r, qui sont conjuguées, les solutions de u,., + au,| + bu, = 0 sont les
u, = r'(Acos(6) + usin(6r)), ou r est le module de ry et 5, 6 est ’argument de 7 et out A, u € R sont arbitraires.

Les valeurs des réels A et u se déterminent grace aux conditions initiales s’il y en a.

ExempLE. Prenons I’équation u,.» —u.+1 —2u, = 0. L’équation caractéristique est r*—r—2 = 0;sondiscriminant est A = 12—4x1x(-2) =

1 + 8 = 9 donc I’équation a deux racines réelles distinctes, a savoir r; = 22 = 2 et r; = 52 = —1. Les solutions sont donc de la forme
2

2
u, = A2' + u(—1)" ol A, u € R sont arbitraires.

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 non homogenes. Pour résoudre 1’équation u,., + au,,| + bu, = v, on résout d’abord 1’équation
homogene puis on cherche une solution particuliere (x;) de I’équation complete. L’ensemble des solutions de 1’équation compléte est
alors I’ensemble des suites du type u; = y; + x, ou (y,) est une solution de I’équation homogene.

La forme sous laquelle on cherche (x;) est la suivante. Si v, = ¢'P(¢) ol P est un polyndme, alors on cherche (x;) sous la forme
suivante (Q désigne un polyndéme avec deg Q = deg P) :

— si g n’est pas racine de 1’équation caractéristique, x; = ¢'Q(?) ;

— si g est racine simple de 1’équation caractéristique, x; = t¢' Q(¢) ;

— si g est racine double de I’équation caractéristique, x; = >¢' Q(t).
Si (v,) n’est pas du type ¢' P(f) mais une somme de suites de ce type, on cherchera (x;) également sous forme de somme.

ExempLE. Prenons I’équation u,,, — 11 — 2u, = 3' = 2t + 1. L’équation est du type w5 + au;y1 + bu, = v, ou v, = 3/ — 2t + 1. Cette suite
est de la forme q’lPl(t) + q’sz(t) avec q; = 3, Pi(¥) = 1, g» = 1, Po(t) = —2¢ + 1. Puisque ni ¢g; ni ¢, ne sont solutions de 1’équation
caractéristique (qui a pour racines —1 et 2), on en déduit que I’on doit chercher x; sous la forme ¢} Q1(t)+¢5 Q> (t) o deg Q| = deg P; = 0
et deg O, = deg P, = 1 c’est-a-dire Q1(f) = cet Q,(t) = gt + havec ¢, g,h € R.



